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. В книге, написанной активно работающими американскими 
математиками, излагается развитый ими новый подход к изу- 
чению многообразий с особенностями (бивариантные теории). 
В последние годы интерес к этому направлению резко возрос 
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уравнений и математической физике . 
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ОТ РЕДАКТОРА ПЕРЕВОДА 


С конца 50-х годов на протяжении почти двадцати лет наблю- 
далось бурное развитие гомологических методов и проникновение 
их в самые различные разделы математики. В этот перяод была 
осознана идея, что для решения той или иной задачи нет необхо- 
димости строить изощренные инварианты со значениями в кляссиче- 
ских гомологиях - достаточно подобрать гомологии, соответствую- 
щие характеру задачи. 

`Блестящим подтверждением этой идеи явилось решение Адамсом 
проблемы векторных полей на ofepe. Напомним, что многочисленные 
попытки решения задачи о максимальном числе линейно-независимнх 
векторных полей на сфере приводили к инвариантам, описываемым 
когомологическими операциями всё более и более высокого порядка 
и потому всё более необозримым. Привлечение К-теории позволило 
построить инварианты, которые описывались примарными операциями 
(в К-теории) и позволили полностью решить эту фундаментальную 
проблему. 1) 
Яркий пример дает также история знаменитой "Hauptvermutung" °. 
Следует ля из гомеоморфности полиэдров |К | и |{.| существование 
кусочно-линейного гомвоморфизма между ними? Применение теории 
кобордизмов позволило Сулливану получить (положительное) реше- 
ние этой проблемы для односвязных кусочно-динейных многообразий 
М , таких что dimM>5 и груша Н (м; Z) не имеет 2-кручения, 
Заметим, что при этом Сулливану помимо классических потребова- 
лось использовать и специальные кобордизмы, которые впоследст- 
вии легли в основу теории Бааса - Сулливана кобордизмов с осо- 
бенностямя. 
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Характерной особенностью рассматриваемого периода быхо то, 
что благодаря гомологическим методам произошло взаимное обога- 
щение самых различных разделов математики - алгебраической то- 
пологии, алгебраической геометрии, комплексного анализа, функ- 
ционального анализа и многих других. Так, основные идеи К-тео- 
рии принадлелат алгебраической геометрии и возникли на основе 
обобщения теоремы Римана - Роха, данного Гротендиком. Благодаря 
известным работам Атьи и Хирцебруха К-твория стала мощным ору- 
дием алгебраической топологии. Затем, обогащенная постановками 
задач и результатами топологии, К-теория породила новое направ- 
ление современной алгебры - алгебраическую К-теорию, которая в 
овою очередь нашла важные приложения в теории алгебраических 
‘чисел и алгебраических функций. 

В настоящее время в истории теории гомологий период бурного 
развития сменился более спокойными периодом. По-видимому, пришла 
пора сиотематизировать накопленные методы и результаты, расши- 
рить области их приложений, глубже осознать выявленные взаимо-- 
связи. 

Предлагаемая читателю книга содержит важные результаты в 
этом направлении. В центре ее внимания лежит понятие бивариант- 
ной теории. Введение этого понятия опирается на глубокое замеча- 
вие, подсказанное в основном развитием теории кобордизмов, что 
раздельное изучение теорий гомологий и когомологий ничем не 
оправдано. Например, давно отмечалось, что в теория кобордизмов 
двойственность Пуанкаре с геометрической точки зрения выступает 
на уровне тавтологии. 

В бивариантной теории группа сопоставляется морфизму #:Х-=\/ 
исходной категории, а не объекту, как это обычно делается в те- 
ориях гомологий, В каждой Зизарнантной теории Т определяются 
контравариантная теория. Т*, в которой объекту X сопоставляется 
кольцо T (Х dex), и ковариантная теория T,, в которой объ- 
екту Х сопоставляется группа Т(Х—+ точка). Авторы показывают, 
что многие классические функторы (среди них гомологии, К-теория, 
бордизмы, алгебраическая К-теория) продолжаются до бивариантных 
теорий. Поясним содержательный смысл такого продолжения на при- 
мере категории топохогических пространств и классических гомо- 
логий. Каждому отображению Ё :X—~Y отвечает в некотором смыс- 
ле аппроксимация пространства XX, зависящая от Y и Ё. Бива- 
риантная теория сопоставляет пространству Х группу гомологий 
его аппроксимации. В случае когда пространство X "хорошее" и 
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аппроксимация его тоже "хорошая", мы должны получить обычную 
группу гомологий. Это руководящее соображение подтверждается 
тем результатом, что если #:Х—\ - отображение ориентирован- 
ных многообразий, то группа T(f:X—Y) совпадает с классиче- 
окой грушой Н,(Х) = Н*(Х). 

Предлагаемая интерпретация бивариантного продолжения теорий 
гомологий наводит на мысль, ЧТо было бы полезно провести срав- 
нение подхода авторов с известным подходом теории тейпов, pas— 
витие которой было стимулировано задачей изучения топологических 
пространств, локально плохо устроенных (К.Борсук, Теория mefi- 
пов. -М.: Мир, 1976). 

Создание бивариантной теории, как подчеркнуто в самом наз- 
вании книги, было стимулировано проблемой изучения пространств 
с особенностями. В качестве ключевой задачи авторы взяли теоре- 
му Римана - Роха - Гротендика, и можно сказать, что основной их 
результат - это доказательство того, что формализм бивариантной 
теории полностью отвечает характеру задачи получения теорем ти- 
па теоремы Римана - Роха - Гротенхика в широком кляссе катего- 
рий, в том числе в категории пространств с особенностями. 

Стоит подчеркнуть, что помимо оригинальных результатов в 
книге дано издожение с единых позиций ряда фундаментальных до- 
стижений алгебраической топологии и алгебраической геометрии; 
здесь нашел выражение отмеченный выше характерный синтетический 
аспект упомянутого периода. 

В русское издание нключен в качестве добавления перевод ра- 
боты " У? -когомологии и ТМ-гомодогии алгебраических многообра- 
зий с особенностями", написанной Дж.Чигером, М.Горески и вторым 
из авторов княги, Р.Мак-Фёрсоном. Ключевой задачей этой работн 
является перенесение на случай особых алгебраических многоодра- 
sum творем ”кэлерова пакета". Основной результат здесь ~ иссле-. 
дование указанных в заглавии работы гомологий и когомологий и 
доказательство того, что они полностью отвечают характеру реша- 
емой задачи. Таким образом, основной текст и добавление объе- 
диняет та идея, об осознании которой было сказано в самом нача- 
me. 

Р.Мак-Фёрсон любезно согласился написать специальное пре- 
дисловие к расширенному изданию. Пользуясь случаем, выражаем 
ему благодарность. 


В._Бухштасер. 


ПРЕДИСЛОВИЕ К РУССКОМУ ИЗДАНИЮ 


В настоящее издание включена в качестве добавления работа, 
написанная Дж. Чигером, М. Горески и мною. Основной текст и это 
добавление - две независимые попытки развить теорию гомологий, 
пригодную для изучения пространств с особенностями. 

Пространства с особенностями исследованы намного хуже, чем 
гладкие многообразия. Однако все изначальные проблемы топологии 
и алгебраической геометрии, дифференциальных уравнений, групп 
Ли приводят как к гладким многообразиям, так и к особым прост- 
ренствам. Даже при изучении собственно гладких многообразий 
на сцене часто появляются вспомогательные пространства, которые 
уже особы, - множество особых ‘точек гладких отображений, замы- 
кания орбит действий групп и т.п. Кроме того, понимание того 
иля иного явления (скажем, теоремы Римана - Роха) для прост- 
ранств с особенностями позволяет лучше понять это явление для 
неособых многообразий. 

О недостаточности обычных гомологий Н(Х) для исследования 
некоторых проблем, касающихся особых пространств X , доста- 
точно подробно говорится во введениях к каждой из двух частей 
книги и к добавлению. Одна из главных проблем - в отсутствии 
пересечения 


Н(Х) x H(X) — НОО. 


Другая проблема связани с тем, что обычные гомологии гомотопя- 
чески инвариантны, а ведь гомотопическая эквивалентность может 
радикально изменить структуру особенностей пространства. 


1) Термины "пространство © особенностями" и "особое простран- 
ство" означают одно и то же. В дальнейшем мы чаще используем 
второй из них ввиду его большей грамматической гибкости. 

Прим. перев. 
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Два представленных в книге подхода — это Физарнантий го 
МодогиЕ, которые сопоставяяют отображению пространств Х -= Y 
грушу Н(Х- Y), и ГА-гомологии. сопоставляющие простран- 
ству Х грушу 1Н(Х). В обеих этих теориях имеются произведе- 
ния типа пересечения 


H(X-£-Y) « H(Y-2+Z)—~H (X¥£Z) 
IH(X) *1H(X)—=IH(X). 


Ни одна из них не является гомотопически инваршантной. 

Геометрически классы гомологий особого пространства X пред- 

ставляются циклами в =X, а классы когомологий в Х - циклами, 
удовлетворяющими некоторому условию трансверсальности по отно- 
щению к особенностям пространства Х (ом. М. богевку, Whitney 
stratified chains and cochains, Trans. Amer. Math. Soc., 
1985, 267, 175-196). Грубо говоря, элементы бивариантной груп- 
пы гомологий Н(Х--\) интерпретируются как циклы ва X, удов- 
летворяющие условиям хрансверсальности по отношению к особенно- 
стям пространства Y. Элементы группы ГМ-гомологий 1Н(Х)вн- 
териретируются геометрически как циклы, удовлетворяющие условию 
*полустрогой" трансверсальности (по сравнению с "подной" транс- 
версальностью). 

К чему две разные теории? Они служат разным целям. Бивари- 
антные гомохогии содержат интересные специальные элементы (на- 
пример, характеристические классы); они доставляют естественную 
область, в которой между этими элементами выполняются полезные 
соотношения (например, теорема Римана - Роха). ГИ-гомологии ca~ 
ми по себе обдадают интересной структурой (например, для HEX 
имеются теоремы Кэлера), а их вычисление представляется еще 60- 
дее важным (например, ГМ-гомологии многообразий Шуберта играют 
значительную роль в теории представлений). Возможно ли единое 
обобщение этих двух теорий? Ничего не могу сказать на этот 
счет. 

Остаетоя еще много недодеханного, даже на уровне оснований. 
Например, нет конструкции биваркантной К-теорик, использующей 
алгебры олераторов; нет никакого аналога ГМ-гомологий для К-те- 
орим. Ни в одной яз наших двух теорий нет аналога ня для гомо- 
топических групп, HE для геометрической группы Чоу. Много дру- 
гих нерешенных проблем приводится в тексте книги. 

Роберт_Мак-Фёрсон 
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ПРЕДИСЛОВИЕ 
К АНГЛИЙСКОМУ ИЗДАНИЮ 


В настоящее время стало ясным, что тредиционные методы то- 
мологий и когомологий недостаточны для изучения‘ ряда вопросов 
геометрии и топологии. Это наиболее отчетливо проявляется при 
рассмотрении пространств с особенностями. Многие простые ре- 
зультатн приходится доказывать сложным окольным путем, вводя 
гомоморфизмн Гизина и разнообразные произведения. 

В этой книге развит новый формализм, который мы назнваем 
формализмом бивариантных теорий. Такие теории являются одновре- 
менно обобщением групповых гомологических ковариантных теорий и 
кольцевых когомологических контравариантных теорий, и фактиче- 
ски большинство традиционных пар ковариантинх и контравариант-- 
ных теорий (например, гомологии и когомологии, К-теория, ал- 
гебраическая К-теория и т.д.) можно расширить до бивариантных 
теорий. Бивариантная теория сопоставляет группу не объекту, а 
морфизму исходной категории. В ней определены произведения, с0- 
глесованные со взятием композиции морфизмов. 

Мы также определим рее из > ROH SupapeasTacd тео- 
рии в другую, названные нами пре и , 
рые служат обобщением обычинх естественных преобревовнни, Ока- 
зывается, что целый ряд стандартных естественных преобразований 
(например квадраты Стинрода, преобразование Римана - Роха, пре- 
образование двойственности Гротендика), продолжается до преоб- 
разований Гротендика. Существование такого продолжения во мно- 
тих случаях влечет за собой весьма глубокие следствия. 
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Книга состоит из двух частей. Первая называется "Биварнант- 
ные теории", а вторая "Произведения в формуле Римана — Роха". 

В ч. Г сначала излагаются основные понятия и факты, касаю- 
щиеся бивариантных теорий, а затем созданный аппарат применяет- 
ся к разнообразным независимым ситуациям. Некоторые из этих 
приложений приводят к существенно новым результатам; например, 
мы развиваем новую теорию рациональной эквивалентности и пере- — 
сечений на особых алгебраических мнотообразиях и доказываем но- 
вую комбинаторную формулу для классов Уитни. Другие приложения — 
это всего лить переформулиронки известных результатов, но и 
здесь бивариантный язык ведет к концептуальным упрощениям, ихи 
облегчает доказательство, или подсказывает новые формулн. К при- 
мерем такого рода относятся: когомологические операции, теорема 
Римана ~ Poxa для дифференцируемых многообразий, число непод- 
вижных точек, трансфер, двойственность Гротендика. 

Вч. П некоторые из имей ч. I применяются для вывода теоре- 
мы Римане - Роха. Пожалуй, это важнейший пример полезности би- 
варвантного языка. Этот язык позволяет сформулировать единую 
теорему Римана - Роха, которая содержит все ранее известные ва- 
рианты теоремы Римана - Роха для особых многообразий как част- 
ные случаи. Кроме того, он доставляет нечто новое — богатый на- 
бор произведений, согласованных с преобразованием Римана - Poxa. 


1. -вудтов, _Р.Мах-Ярсон 


ЧАСТЬ I 
БИВАРИАИТНЫЕ ТЕОРИИ 


Глава Т 


ВВЕДЕНИЕ 


$ т.т. Бивариантные теории 

$ Т.2. Преобразования Гротендика 

$ Т.3. Ориентации и гомоморфизмы Гизина 
$ 1.4. Формулы типа Римана — Роха 

$ 1.5. Один пример 

$ 1.6. Путеводитель по ч. I 

$ 1.7. Благодарности 


Эта глава представляет собой интуитивное введение в понятия 
и методы бивариантной теории. Обсуждаемые эдесъ примеры будут 
затем рассмотрены более подробно в этой части и в ч.П. 


I антные те 


Ввиду двойственности Пуанкаре, гомологии и когомохогии мно- 
гообразий можно объединить в одну теорию с тремя структурами: 
I) произведения ( “-произведения, или "пересечения") ; 
2) взятие прямого образа (коварнанткая функториальность) ; 
3) взятие обратного образа (контравариантная функториаль- 
ность). 
Идея бивариантных теорий - в продолжении совокупности этих трех 


‘тегории абелевых групи сопоставляет каждому морфизму 
Х-Е-У 
этой категории некоторую группу 
T(x +4.Y). 
При работе с биняриантными диагреммами удобно обозначать эле- 


мент групин Т(Х-Е>У)сииволом в кружке вблизи стрелки Х-»\; 
так, например, 
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x-& у означает, чо ч«Т(Х У). 
Биваривнтная теория имеет все три возможные структуры, или 
операции: 


Т) Произведения. Для всех коммутативных треугольников и 
любых элементов &% и р определено произведение «. В : 


Ух 
x Z 


2) Прямые образы. Для некоторого риоя морфизмов 4 кате- 
7 называемь морфизмами, при любом o& 


определен прямой образ ©: : 


ху 


мрт 


3) Обратные образы. Для некоторого класса коммутативных 
квадратов категории ‚ называемых независимыми квадратами, 


хх 
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Эти операции должны удовлетворять некоторым естественным 
связывающим их условиям (см. $ 2.2). 3 

Из этих операций именно введение новых произведений, по-ви- 
димому, наиболее важно в приложениях. 
1.1.2. Бивариантная теория Т является обобщением пары функто- 
ров Т”и T,, где Т” - контравариантный функтор co значениями 
в категории колец, а т. — ковариантный функтор со значениями 
в категории групп. По биваривитной теории Т можно определить 
функтор 


т*(х)- тк Х), 


тде (d - тождествениое отображение. Это так называемая ассо- 
циированная контравариантная теория. Контравариантность этого 
функтора следует из диаграммы 


1 


——> Y 


Ga) ia id] @ 


— 


(при условии, что такие квадраты независимы), а кольцевую струк 
туру на Т“(Х) задает диаграмма 


ie 


Группы T,(X) можно определить следующим способом: 
Т,(Х) = T(X— pt), 


rye pt — финальный obser!) категории @ . Это так. называе- 
мая ассоциированная ковариантная теория. Ее ковариантность для 


И оригинале point object. — Отоюда сокращение pt. 
Иру, Ves, 
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ограниченных морфизмов # следует из диаграммы 


\ /® 
рх 


При этом Т. (Хх) является T*(X) -модулем в силу диаграмми 
x 
a 
‘р” 


Такие пары функторов достаточно хорошо известны. Покажем те- 
перь, как некоторые из них продолжаются до бивариаитных теорий. 


не очень плохих топологических пространств (см. $ 3). Любое 
отображене f£:X-—+ Y можно представить как композицию 
замкнутого вложения в прямое произведение YxM , где М - 
некоторое ориентированное многообразие, и проекции на Y ; 


Y*M 


——у 


Положим 
H(X-—»Y)=H(Y«M, YxM\X). 


Нетрудно проверить, что это определение корректно, т.е. ие зави- 
зит от выбора разложения. 
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Проиллюстрируем построение бивариантных произведений в слу- 
чае замкнутых вложений (когда в качестве М можно взять точку) 


Пусть дана диаграмма 
У 
o/ \ 
xX > 2 


Выберем пару (NA ) подпространств в Z , такую что № - 
экрестность Y, ANY=Y\X и а является ограничением эле- 
мента а«Н“(М№,А) на H"(Y,Y\X). Тогда, по определению, 
а. в = & YP, после ‘соответствующих вырезаний. (Эта кон- 
струкция не зависит от выбора элемента < «) 

Прямые образы (при собственных отображениях) и обратные об- 
разы (для расслоенных квадратов) строятся непосредственно, с 
использованием обычных функториальных свойств теории Н". 

Отметим, что для ориентированных многообразий Х и У , co 
гласно двойственностям Александераи Пуанкаре, H( X —Y) = 
H*(X) = H,(X), а произведения, прямые образы и обратные об- 


разы совпадают с обычно определяемыми. Итак, в неособом случае 
бивариантные теории гомологий ничем не отличаются от обнчных 
теорий. В общем случае Н(Х 4, у) не является гомотопиче- 
ским инвариантом отображения f . Например, если xX - точка, 
а Y - восьмерка ("8"), то H( £) зависит OT того, отобра- 
хает ли # пространство X в особую или неособую точку. 

Когомологиями пространства Х называется кольцо HX4X), 
а гомологиями пространства Х - группа HX ). Как объ- 
яснялось выше для общей теории, бивариантное произведение зада- 
ev\/~ и и_\-произведения. Кроме того, это произведение охва, 
тывает весь спектр топологических произведений, таких как внеш- 
ние произведения в когомологиях и гомологиях и /-произведения 
(см. $ 2.4). 

Бивариантные гомологии имеют естественную градуировку: 

н(Х—У)-®ФН(Х-»У) ‚те H'(X—Y) - Н""»М, 
YxM\X), n= dimM . Эта градупровка-инвариантна относи- 
тельно взятия прямых и обратных образов, а также аддитивна отно- 
сительно произведений. При этом H(X)-H(X4.X) и H(X)-H (РЕ 


3 
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1.1.4, Одна из бивариантных теорий - это теория К, ‚ ДЛЯ 
которой ассоциированный контравариантный (соответственно кова- 
риантный) функтор сопоставляет алгебраическ: многообразию x 
труппу Гротендика К°, Х (соотв. КЗХ ) алгебраи- 
ческих векторных paocactdat (соотв. когерентных пучков) на X 
Група Ke (x4 У) является группой Tporenmmxa £ -copep- 
шенных комплексов O,, модулей (см. aM, $ Т,Т). Эта группа 
была введена в [5СА-6]; там же доказаны вое свойства, из 
которых вытекает, что К alg ~ бивариантная теорля. Хотя эти 
группы и не появляются в формулировке предложенной в [SGA-6] 
теоремы Римана ~ Poxa, однако именно здесь, насколько нам из- 
вестно, впервые появляется бивариантная теория. 


1.1.5. Имеется также топологическая теория Е (x У), элементы 
которой представляют собой функции на `Х co значениями в 
Wh / 21 , удовлетворяющие некоторым условиям на локальную эй- 
лерову характеристику (п. 6.1.2). Эта теория полезна при работе 
с классами Уитни. 

В алгебраической геометрии имеется теория А(Х-—У) ‚. эле- 
ментами которой служат операции из группы Чжоу пространства Y' 
в группу Чжоу пространства Ж’ для всех расслоенных квадратов 


—_х 


xX 
у ———>у 


Удовлетворяющие некоторым условиям согласованности. Эта теория 
полезна при изучении пересечений на алгебраических многообразиях 


2 образ. 


Большинство из употребляемых преобразований встречается па- 
рами — одно в когомологиях, а другое в гомологиях. Например, та- 
кую пару составляют квадраты Стинрода и операции Смита; другой 
пример - характер Чженя и преобразование Римана - Роха. Это на- 
водит на мысль, что такие пары преобразований можно продолжить 
до преобразований бивариантных теорий. Такие продолжения мы па- 
‘ываем преобразованиями Гротендика. 
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1.2.1. Пусть Т a - бивариантные теории, заданные на катего- 


сту набор гомоморфизмов. = 
Т(х-— У) 4+ ч(х—У), 


по одному преобразованию на каждый морфизм Х-»\ в © , coxpa- 
няющих три операции: произведение, прямой образ и обратный образ. 
Преобразование Гротендика { индуцирует обычные естественные 
преобразования {’ из Т“в U* a tus Т, в U, ; значит, 
преобразование Гротендика служит продолжением пары обычных пре- 
образований t » t. 


1.2.2. ПРИМЕРЫ. Любая мультипликативная когомологическая onepa~ 
ция продолжается до преобразования Гротендика бивариантной теорви 
томологий в себя ($ 4,2). Существует преобразование Римана ~ Poxg 
из бивариантной алгебраической К-теории в гомологии (ПРР). 
Двойственность Серра преобразует алгебраическую K-reopm в себя 
($ 7.2), Преобразование Уитни преобразует теорию F в mod2-ro- 
мологии. 

Одна из наших целей - показать, что существование преобразо- 
вания Гротендика зачастую является глубоким результатом, из кото- 
рого получаются интересные следствия, не всегда вытекающие из су- 
ществования ассоциированных классических естественных преобразо- 
‚ваний. 


3 нтации и гомоморфизмы 


Хорошо известно, что отображение многообразий £:X+Y 
и ориентация в стабильном нормальном расслоении отображения f 
индуцируют гомоморфизм `Гизина в гомологиях, а если отображение 
{ ообственное, то и в когомологиях: 


Е: H(Y)—-H,(x), &:н“х)-н”(У). 


Для отображений X-» Y exe особых пространств любой эле- 
мент 0 хз Н(Х--У) также индуцирует гомоморфизмы Гизина, 
а поэтому любой такой элемент можно рассматривать как обобщен- 
ную ориентацию отображения #. Boe эти факты находят отраже- 
ние в любой бивариантной теории Т. 
T(XLY 

Пусть @ - произвольный элемент из ( X == . Опре- 

делим гомоморфизм Гизина 


8°: Т.(-—Т.(Х) 
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на ассоциированном ковариантном функторе при помощи диаграммы 


© 
xX + У 
6:5\ /o 
pt 


Аналогично для ограниченного отображения Ё ‘гомоморфизм Гизина 
* * 
9, : T’(X) + T*(Y) 
на ассоциированном контравариантном функторе определим при по- 
мощи диаграммы 


У 


Конечно, томоморфизмы Гизина "a 8 наиболее интересны, 
когда @ выбирается естественным образом, Существует ряд важных 
хлассов отображений Ё , для которых канонические элементы 
Q@(£) ws Т(Х-+У) автоматически определены. Эти элементы 


ПРИМЕРЫ. В алгебраической геометрии канонические ориента- 
ции существуют для морфизмов локально полного пересечения в 
бивариантных гомологиях (ч. Il, $ 1.3), для отображений с конеч- 
ной Tor -размерностью в алгебраической К. -теории (ч. Ц, $ 1.2) 
и для плоских морфизмов и морфизмов локально-полного пересече- 
ния в теории рациональной эквивалентности (гл. 9). В топологии 
канонические ориентации определены для "нормально невырожденных" 
отображений в гомологиях (гл. 4) и для "эйлеровых отображений" 
в теории F (гл. 6). 

В случае когда © (4 ~ некоторая такая каноническая ориен- 
тация, мы пишем 9(+), и (ЕЕ {'. Функториальность 
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этих отображений Гизина, т.е. тот факт, что а yi’ и 
(#9), -1,9, › следует из формулы умножения @(#). 8(9) = 8 (+9). 
(Это ревенство - одно из тех приложений бивариантного произведе- 
ния, для которых классических произведений оказывается недоста- 
точно.) 

В гл. 5 мы строим трансфер Дольда в виде гомоморфизма Гизи- 
на, ассоциированного с канонически построенным элементом из би- 
вариантной теории гомологий, 


1.4, Формулы т. Римана = Роха 


Пусть %:Т->0 - преобразование Гротендика бивариантных 
теорий. Отображение +: Х—= Y может одновременно иметь канони- 
ческие бриентации @; (+) в Т(Х-—+\) и 0, (+) в U(X+Y). 
Тогла как 1(8,(+)), tax x @, (+) - ориентация orodpane- 
ния f , а поэтому вполне естественно желание найти связывающую 


t(8,(f)) = u,-8,(£), 


Ave 


rye 


x ——————» Y¥ 


Зачастую наше отображение # имеет виртуальное нормальное 


расслоение N, ‚и U, является характеристическим классом та- 
кого расслоения. 


ПРИМЕРЫ. Для преобразования Римана ~ Роха множитель Ug 
совпадает с прообразом класса Тодда расслоения №, (ч.1). Для 
преобразования Уитни и + есть прообраз класса Уитни расслое- 


ния N, (гл. 6). Для полного квадрата Стинрода и; есть про- 
образ класса Уитни расслоения Ny ($ 4.2). 
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Используя общие свойства бивариантных теорий, с помощью 
формулы Римана - Роха можно сравнивать гомоморфизмы Гизина 
теорий Т и U . Для когомологического гомоморфизма Гизина мы 
получаем коммутативный квадрат 


TX ЕО u*x 
#1 |. #( eu 


TY 


физма Гизина коммутативен квадрат 


t . 
Tv 


U,Y 
: 
f Us? ( ) 


T,X ик 


который мы незывеем формулой _Нердье. (Эти названия указывают HO 
работы, в которых впервые появились такие формулы для прост- 
ренств с особенностями, см. ч. И, $ 1.1.) 


$ 1,5, Один пример 


В этом параграфе мы проиллюстрируем необходимость бивари- 
антного языка на примере одной простой геометрической задачи 
для пространств с особенностями, не решаемой при помощи клас- 
сяческих инвариантов. 

ХУ 1) 

Пусть ял:Х-—>\У - pacomoenne’’ одного неособого простран- 
ства над другим (с неособыми слоями F ). Тогда класс Уитни 
многообразия Х есть произведение класса Уитни слоя и класса 


1)B exsione Гуревича. - Прим, перев. 
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Уитни пространства У » или, в когомологических обозначениях, 
w(X)= м (ТЕ) им (У), 


где ТЕ - расслоение на Х касательных к слоям. Эта формула 
отражает мультипликативность полного класса Уитни ("двойствен- 
ность Уитни"). Е 

Классы Уитни определены также для некоторых особых простран- 
ств, называемых mod 2 -пространствами Эйлера (см. [ Su] и 
ц. 6.2.2), но эти классы лежат в группах гомологий, а не кого- 
мологий. Наша задача - найти аналог вышеприведенной формулы для 
расслоений я:Х -»\{ mod 2 -пространств Эйлера. 

Во-первых, надо найти подходящий глобальный класс, аналог 
класса. w (т Е) ‚ ограничение которого на слой дает соответ- 
ствующий класс Уитни, Если слои неособы, то класс м (ТЕ) Н”(Х) 
Bee еще годится. Если база неособа, то в Н,(Х)может быть най- 
ден нужный глобальный класс & ‚ ограничивающийся с помощью го- 
моморфизма Гизина на характеристический класс слоя. Но если слой 
и база особы, то ни гомологии, ни когомолотии нас не удовлетво- 
рят. Однако Н(Х-У) можно ограничить на гомологии любого слоя Ё 
с помощью 9" ‚ поскольку квадрат 


= — 


=—— 
. 8 


независим. Элемент группы H(X+Y) © нужным свойством нетрудно 
указать: это (1„) (преобразование Уитни класса  Ё-ориента- 
ции отображения Л , см. гл. 6). 

Во-вторых, нужно найти подходящее произведение, задающее 
класс гомологий в X . Если слой неособ, то 


м, (Х) = м (TF) ям, (У), 


где W, - класс Уитни в гомологиях, а Л” - гомоморфизм Гизина. 
Если база неособа, то 


w,(X) -я*м (Е. 
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Бсли и слой, и база особы, но расслоение тривиально,то 


м, (Х) = м, (F) хм, (У) 


(как доказано в [ НТ] ). На бивариантном языке эти три форму- 
лы обобщаются в единую формулу 


м, (Х) = @ (1, м, (\), 


где 


os 


dra формула годится для эйлеровых отображений — более широкого 
класса отображений, чем расслоения mod 2 -ойлеровых пространств 
(см. п. 6.2.2). 

Всё обоуждавшееся здесь применимо и для классов Тодда. Надо 


просто заменить (1,) на (OZ) , а эйлеровы отображения - 
Ha плоские отображения (см. ч.П). 


6 ево; ль по ч.Г 


Содержание отдельных глав сильно различается как по важнос- 
ти и новизне, так и по излагаемому материалу. Поскольку лить 
немногих читателей заинтересуют все разбираемые темы, то ввиду 
слабой зависимости между ними полезно сказать несколько слов о 
содержании работы в целом. 

Гл. 2 содержит формальные определения бивариантной теории, 
ассоциированных с ней контравариантного и ковариантного функто- 
ров, отображений Гизина, ориентаций, преобразований `Гротендика 
и т.д. На этих понятиях основано Boe последующее изложение. 

В гл. 3 строятся бивариантные теории в топологии, соответ- 
ствующие как обычным гомологиям и когомологиям, так и экостраор- 
динарным теориям гомологий. Всё это используется в гл. 4 -6, а 
текхе в ч.П. Обсуждение специзлизации общего слоя к специальному 
в § 3.4 может оказаться полезным и в других контекстах. В гл.4 
показано, как некоторые хорото известные понятия топологии - 
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ориентирующие отображения, когомологические операции и преобра- 
зование Римана - Poxa для гладких многообразий - принимают про- 
стую и отчетливую форму на бивариантном языке, 

В гл. 5 описывается простой подход к изучению эквивариантно- 
го отображения переноса по Дольду. Основной a | pel состоит в 
том, что ecm Х-\ - некоторое расолоение“ и существует 
отображение пространства Х 38 себя, коммутирующее с проекцией 
на Y , тов ЮУ) имеется канонический элемент; здесь 
|x| обозначает множество неподвижных точек указанного отображе- 
ния. Когомологические отображения Гизина, заданные этим эле- 
ментом, и являются гомоморфизмами переноса по Дольду [Do,] , 
Бивариантный язык приводит здесь к значительному упрощению и 
доказательств, и формулировок, а потому изложение дано с необ-- 
ходимыми подробностями. 

В гл.б развивается бивариантный подход к класоам Уитни. 
Содержание этого параграфа геометрическое; например, приводит- 
ся явное построение "бивариантного гомологического цикла" 
($6.5).`Этот материал формально соответствует материалу ч.П 
и может служить конкретным введением к ней. Результаты гл,6 
новые, и из них получаются интересные следствия для классиче- 
ского случая - одна комбинаторная формула (1.6.6.1) и одно но- 
Boe отображение переноса (п.6.6.2). 

В67.Т обсуждается двойственность Серра - Гротендика. 
Несмотря на то что она часто используется вместе с преобразова- 
нием Римана - Роха, поразительно, что ее также можно представ- 
лять как преобразование Гротендика бивариантных теорий. Изла- 
гаемые результаты не слишком далеки от уже известных по этому 
поводу, однако бивариантный подход позволяет выявить интересное 
взаимоотношение между двойственностью и преобразованием Римана 
Роха, приводящее к одной новой формуле (п.7.2.3). Другое полез- 
Hoe описание бивариантных гомологий в топологии дает формализы, 
аналогичный формализму двойственности Вердье ($ 7.3). 

В гл.8 в стиле подхода Манина к изучению мотивов a] 
описано, как ковариантный функтор задает бивариантную теорию. 
Это используется в гл.9 для развития бивариантной теории рацио- 
вальной эквивалентности в алгебраической геометрии. Богатство 
бивариантной теории произведениями и отображениями Гизина дела- 
ет ее язык идеальным для записи формул пересечения на многооб- 
разилх с особенностями. 


И В смысле Гутевича. - Прьм, перев, 
4 
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В заключительной ra.10 рассмотрены некоторые другие при- 
меры бивариантных теорий, затрагивающие такие темы, как конеч- 
ные группы, комплексные аналитические пространства, а также ал- 
гебраическую геометрию и топологию. Обсуждается также ряд не- 
решенных задач, что, как мы надеемся, побудит специалистов в 
соответствующих областях заняться ими. 


Ни один формализм не может доказывать теоремы или делать 
трудную математику легкой. Однако формализм может быть мощным 
органивующим инструментом, который позволяет ставить интересные 
вопросы, объединять разрозненные результаты, делать доказатель- 
ства эффективными и прояснять идеи. Мы надеемся, что введенный 


здесь бивариантный язык является простым и естественным форма- 
лизмом, в достаточной степени удовлетворяющим этим требованиям. 


1,7, Благодарности 


Своим появлением эта книга обязана многим, работавшим над 
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претации формулы Римана ~ Poxa как естественного преобразования 
функторов. Вот почему мы’ назвали преобразования бивариантных 
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-8 2.1, Ниэдежацая категория 
Бивариантная теория определяется на категории & , в кото- 


квадратами: 
; 


X' ————х 


ы в (=) 


уу 


Эти классы должны удовлетворять следующим аксиомам: 
(АТ) Все тождественные морфизмы ограниченны. 
(42) Композиция ограниченных морфизмов ограниченна, 
ae 
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(BI) Любой квадрат вида 


независим, 


(B2) Eom два внутренних квадрата в диаграммах 


——х 


h" 
h’ О 


ы 


u———_> 2 


невавиоимы, то и соответотвующий внешний квадрат тоже незави- 
сим, 


(С) Для любого квадрата (*) из ограниченности # (coors. 9 
следует ограниченность f' (соотв. а’). 


ЗАМЕЧАНИЯ. I. Квадрат (*) считается "ориентированным" - важно 
отличать квадрат (*) от транспонированного квадрата 


x =: у 
РЕВЗИН < 


5' 


х—————ъу 


# 


хотя обычно квадраты (*) и ( »*') независимы одновременно - 
2. Для простоты mu будем предполагать, что в любом незави- 
' 
симом квадрате (*) объект X' является расслоенным приизведени- 
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ем объектов Х и Y' над У. Мы также предполагаем, что в катего- 
рии & имеется финальный объект, обозначаемый pt, 
3. Морфизмы 3 :X'—X, для которых квадрат 


id 


x 


hie 
—_ 
8 


замкнут относительно взятия композиции. Если не оговорено про- 
тивное (как, например, в $ 3.3), то мы считаем все морфизмы ко- 
ограниченными. | 


$ 2,2, Аксиомы бивариантной теории 


Бивариантная теория T на категории 6 сопоставляет каждому 
морфизму £:X—+Y категории 6 градуированную абелеву 
группу 

Т\Х-Ь У). 
Компонента в размерности i , te Z , обозначается через 
T! {Ху . Используются также краткие формы записи TX—Y) 
и T(f). Как уже отмечалось в $ Г.Т, символ в кружке вблизи 
стрелки в коммутативной диаграмме обозначает элемент соответ- 


ствующей группы. В бивариантной теории должны быть заданы три 
операции: 


лены гомоморфизмы 
т(х-=етКу-&2) т“), 
2) Взятие прямого образа. Для любого 9:\У-7 и любого 
ограниченного f£: XY определены гомоморфизмы 
Е, : Тб 2) Ти -42). 


та (*) определены гомоморфизмы 


gt: ТОС) —т ФУ). 
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Взаимосвязи между этими тремя операциями устанавливаются 
следующими семью аксиомами. 


(АХ) Произведение ассоциативно: для любой диаграммы 


f : h 
x—-Y-~Z— WwW 
осо 
имеем 
©. . =a . 
anal: («ру ==. (р-У) 


(А2) Взятие прямого образа ковариантно: для любой диаграммы 
f 8 h 


Ху -и 


где Ги 4 отраниченни, 
(9f),() = 9, £.(@) 
в T(h). 
{A3) Взятие обратного образа контравариантно: для любой диа- 
граммы 
в 8' 
—х——х 


£" #' © 


Ф"—"—> 
h 8 


© независимыми квадратами 
®)* (a) = Ка’ 
eek (gh) (a) = hg (=) 


(А52) Операции взятия произведения и прямого образа комму- 
зируют: для любой диаграммы 
fog № 
х-у-2-+н 
Mw ® 
© 
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гле # ограниченно, 


f,@-p)~ £,@)-p 


B Be! : 
(AL3) Операции взятия произведения и обратного образа ком- 
мутируют: для любой диаграммы 


——х 


= 
x 
| £1@ 
‘ hi 
уу 
8. 
2 


i 


‘ h 


с независимыми квадратами 
* 5 !* é 
Кр) ="). К (р) 
в T(q'f'). | 
(423) Операции взятия прямого и обратного образов коммути- 


руют: для любой диаграммы 


h" 
х——_—_х 


h 


2) ————— 2 

с независимыми квадратами и ограниченным + 
£! (h’a) = КЕ (а) 

в Т( 9). 
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x 
у' 


с независимыми квадратами и ограниченным 3 


9. (9'*%-^)= 4.9, (1) 


= 
_ XK 
:|@ 
5 
SSS Yl 7; 


в T(hf). 


Мы будем также предполагать, что в о Т имеются едини- 


Х), такой что: м. 1, 
1х -р = В для вое морфизмов erg и вх pe T(X —Y): 


Ъудем называть теорию T косокоммутатявной_ (соотв, ROMY: 
Татирной), если для всех независимых квадретов 


ae ice es 

' 

f {| ©® oe | ® 
5 ft 

У 1 x 2 
® @ 


в Т(\-Х) выполняется равенство 
4") p ы 4) Е) -ы 
(соотв. равенство 9* (=) -В - Е* (В) -4 ). Все рассматривве- 


мые в данной работе бивариантные теории либо косокоммутативин, 
либо коммутгтивны. 
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ЗАМЕЧАНИЕ. Определение бивариантной теории со ‘значениями 
в произвольной категории, отличной от категории абелевых групи, 
по существу совпадает с приведенным выше определением. Пример 
Зивариантных теорий со значениями в категории множеств приведен 
в $ 4.3, а со значениями в производных категориях - в гд.7. 


Пусть T - Онварвантная, теория. Определим ассоциированные 
контревариантные грушы T (X) : ‚похагвя 


Tx) =THX AX). 
\-произведение 
T‘(X)@T'(X) т“ Хх) 
воть произведение, заданное диагреммюй =X id, x id, 
Томомоуфизмы взятия обратного образа 


Е. T(x) TX’) 
определены для всех морфизмов #:Х--Х , amuy везавиюнмости 


квадрата 
x 
| 
# 
oe x 


Из аксиом AT, АЗ и AI3 surexuer, что соответствие X +» T°X 
является контраварнантным функтором ос звачениями в категории 
колец. 


Определим аоооцикровенные ковеуаватзые груши  Т.(Х), по- 
дагая ы 
т. (х) = т(х— pt). 
—\ -прожзведение_ 
T'(X)oT, (xX) +T, 0) и 
есть произведение, зажанное итрашкя x ta. xX = 


Для ограниченных морфизмов #: X'—>X дкаграмма хх 
В 
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определяет ковериантные гомоморфизмы 
в: ОС) T,X). 
/^\-произведение превранвет T, (X) в T *(x) модуль; из ак- 
+ ("була)- 6 Е (а) 
для любого ограниченного #:Х'-=Х и любых be Т*(Х), а<Т,(Х). 


4 le изведения 


Предположим, что все диаграммы декартовых произведений 


Хх —+-у 


Kk ——~ pt 


пиллются независимыми кьедратами. 


т -Х,)» T NY, ый *т Xx Y,82X,* Y,) 


определяются формулой axp = p%(a)-q*(p),rme p:X,*¥,>X,, 
4:Х,-х У,— У,- проекции. Если теория Т косокоммутативна, то 
имеется эквивалентное определение хр -(-1)“`24”(р)-Р“ (=), 

ге р:Х,*У,—Х,, 4:Х,* У, — \, - проекции. В случае 
когла Х,-\,- pt um Е и - тождественные морфизмы, по- 
лучаются внешние произведения на ковариантных и контравариант- 


THe Sb хит) эту) TK, FX) 


определяются на ограниченных морфизмах \-— pt по формуле 
a/p = Pa (o-q°(PY), 738 р - проекция из X,Y на Х,, а 

4 -морзм ив Х, вр . В случае f= {4 получается обич- 
uce /-произведение 


те (Х*У)е Т, (У) ТК). 
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Из аксиом бивариантной теории вытекает, что сНраведливы 
обычные формулы, связывающие эти операции между собой и с опе- 
рациями взятия прямого. и обратного образов. 


2,5, Г HOM 
Любой элемент 0 из T*(X * У) sanser гомоморфизмы_ 
Тизина_ 
9": Т, (У) — Ti), (1) 
6, : T#(Xx) — Try); (2) 


в формуле (2) предполагается, что морфизм f ограниченный. Эти 
гомоморфизмы определяются формулами 


9" (@) -9-а дя ae T, (Y)=T (Y—~pt), 


6,(6)~£,(6-0) я 6 T+(x)-THx 4x). 
Перечислим некоторые важные свойства отображений Гизина. 
Все эти свойства следуют иэ аксиом бивариантной теории. Если в 
формулах присутствует Ё, или @,, где Be T(f), то f счи- 
тается ограниченным. 
(GI) Функтортельность. Пусть у«Т(Х-№У), у«Т(У-%2). 
"Тогда 
( aaa Wee ae T,(Z), 
(it (y-¥), (5) -%, 9, (6)axa be Т* (X). 
(62) Коммутирование со валтием обратного образа. Пусть 


„Хх 


у у 


- везавионмый кведрат, 9«Т(Х 1), 0'-4"(8)< теб). 
Тогда : 
(t) gh (8 (a) = 9*(9.@)) яя а«Т,(У’), 
(tt) 8 (4"(8))- 9°(8,(6)) мя вв Г(Х). 
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двнной диаграммы xf yz и любых camera ae Oc T(X®>Z) 
я n-f, (Be TY *Z 
(9 та) = Е ‚ (8“(а)) для aeT,(Z), 
(it) ay (6) = 9, ( £ *(6)) дя 6€T°(Y). 
(G4) Пусть 9=Т(. ЪУ). Тогда 


os „(Е (6) iw i 6,0 , (а) для be TY), ae Т*(Х), 


a 8*(a)) aa mwa-beT* (X), aeT,(Y), 
iy} a) С raat’ )deg (6) + "(b) — 9= (а) 
для ge “iyi ot Nig Бы формуле теория Т предпо- 
лагается косокоммутативной, 


$ 2,6, Ориентации 


Из re ясно, в каком смысле произвольный элемент 
групы Т ( xX £,Y) можно считать обобщенной ориентацией мор- 
физма Е. 


ций у ay морфизмов f и | соответственно элемент у. y яв- 
ляется сильной ориентацией морфизма 


него существует сильная ориентация. Из аи. 


в» 


' 
очевидно, что любые две сильные ориентации 9 и 9 морфизма + 
связаны соотношением ‘sue ‚ти - некоторый обратимый 
элемент из T*(X) . Поэтому сильные ориентации морфизиа + 
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образуют главное однородное пространство над обратимыми элемен- 
rama в Т“(Х). | 

ПРИМЕРЫ. Примеры из топологии - проекции локально-тривизльных 
расслоений и сечения векторных расслоений, имеющие классы Тома 
(см. гл.4). Гладкие морфизмы в алгебраической геометрии облада- 
ют сильными ориентациями в алгебраической К-теории и в теории 
рациональной эквивалентности (см. ч.П и гл.9). 


2,6,2, ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Пусть & - класс морфизмов категории & , 

замкнутый относительно взятия композиций и содержащий все тож- 

дественные морфизмы. Предположим, что каждому морфизму f:X—-Y 
из $ сопоставляется эдемент a) us T(X У) ‚ удовлетворяю- 
щий условиям 


(@) 9) = 8(£) - 8(g) для Ху в, 
(it) 8 (44, )- 1, для всех Х. 


Если такие канонические ориентации выделены, то для гомоморфиз-— 
мов Гизина можно использовать следующую запись: 


£': Т, (У) — г ‚Е. 9+), 
&: T*(X) saat (у . f- 4), ( ограниченно). 
Это сопоставление функториально: (9f)'= tg (92), =9. 
для отображений, допускающих композицию в 9. a 
ЗАМЕЧАНИЕ. Для произвольного независимого квадрата 


—— 
< т 5 


ree Е и’ - морбизыы из $), соотношение д” (#)-8(#'} wo- 
хет и не выполняться. Аналогично если =£:X—~Y - ограничен- 
ный морфизм, а gq: YZ. к gf лежат в $, то формула | 

Е, 0 (Е) = 8() справедлива лишь в специальных случаях. Опреде- 
лить, в каких случаях эти соотношения выполняются, или же найти 
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формулы, связывающие канонические ориентации в случае, когда эти 
соотношения не выполняются, зачастую является важнейшей задачей. 
ПРИМЕРЫ. В алгебраической К-теории множеством Я служит 
класс морфизмов #:Х-—=\У конечной Tor -размерности, а 0 t) 
upencranzsetca структурным пучком (С, . В этом одучае 9” 6( 
9 ()) для moro Tor -незавионмого квадрата, а #, 0(4#)-8(9), 
если Е.0.-0, и Rif О, -0О пр i>O . В теории рецио- 
нальной эквивалентности множеством & является класо морфизмов 
локально-полного пересечения, и g*O(f) и `9(+ ‘) связаны фор- 
мухой избытка пересечения (гл.9). 


образова: ЕН.) 


Пусть би @ - категории, в которых выделены классы огра- 
ниченных морфизмов и независимых квадратов, удовлетворяющие ус- 
ловиям $ 2.1. Предположим, что имеется функтор из Ba 6, 
преобразующий ee моуфизмы категории 6 в отреничен- 
ные морфизмы категории ‚ независимые кведраты категории @ 
в независимые квадраты категории @ и финальный объект катего- 
рии @ в финальный объект категоржи @ . Обозначим через 
ag через Ё ) образ в @ объекте Х (coors. морфизма f ) 
в. 

Пусть Т - биварнантная теория ва @ , a U - бивернантвая 
теория на 6 . 


2,71. ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Преобразованием | 
+: ТИ 
называется набор гомоморфизмов 
T(x #-yY) t+ u(x+y), 

по одному гомоморфизму на каждий морфизм £:X--Y us & , ком- 

мутирующих оо взятием произведений, прямых образов и обратных 

образов. Отметим, что { может ие сохранять градуировку. 
`Преобразование Гротендика всегда коммутирует и с остальны- 

ми операциями, построенными по бизвриантным теориям (см. $$ 2.3, 

2.4). В частности, t индуцирует для всякого X гомоморфизыы 

t*: T°(X) — U(X) nt: 7(X)+U(X) 
— естественные преобрезования контравержентных фуикторов со зна- 
чениями в категории колец и коваржантных функторов. Эти преоб- 
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& (ба) - (6) At (a), 
тд 6«Т”Х} , aeT,(X). Авалогично 

t(a«6)-t(a) x t,(6), 
rye acl (X) , beT,(Y). 

Kom 0 - элемент из Т(Х +) ‚то t(0) принадлежит 

У Xx У) и, следовательно, определяет гомоморфизмы Гизина 
и" (х) — U"(Y) . U,(Y)—~U,(X). (Отметим, что та- 
кие гомоморфизмы Гизина невозможно получить из одних только 
преобразований [’°и{ .) В этом случае диаграммы 


их hye ey, u,¥ 
®, |. . [№ 
тии TeX —их . 


всегда коммутативны. 


цю 0,(f) . бормулой Римана - Роха будем называть воякую 
формуху вида 


(8, (#)) - ч.8 (В, | 


где u,< U(X). (Юж 0,(f)  - ошльная орментация, то 
такой класс U, существует и единствен.) В обозначениях 

$ 2.6 предыдущие диаграммы, согласно свойству (G1) us -§ 2.5, 
принимают знакомый вих: 
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ть 


"Варкье": t! . 2 


“+ 
т их 
(Происхождение этих названий объяснено во введении к ч. If). 
Итак, одно преобразование Гротендика бивариантных теорий об%е- 


диняет целый набор результатов, известных как "теоремы Рямаяа - 
Роха" в различных контекстах. 


Главе 3 


ТОПОЛЮГИЧЕСКИЕ ТЕОРИИ 


$ 3.1. Построение биваржантной теории по 
‚теорыи когомологий 

$ 3.2. Преобразования Гротендика топологических 
теорий 

$ 3.3. Носители 

$ 3.4. Специализация 


В этом парагрефе мы опишем, как по произвольной теории кого- 
мологий К” на категории топологических пространств построить 
бивариантную теорию К в смысле гл.2. Поскольку эти бивариант- 
ные твории используются в ряде следующих глав, а также в ч.Ц, 
мы проведем построение со всеми техническими подробностями. 
3.1.1. Предполагается, что каждое из рассматриваемых в этой 
‘главе пространств допускает замкнутое вложение (т.е. может — 
быть вложено как замкнутое подпространство) в некоторое энкхли- 
mono пространство IR", В качестве подчиняющей категории возъ- 
mem категорию @ таких пространств и их непрерывных отображе- 


жения (т.е. такие отображения, для которых прообраз всякого 
компактного множества снова- компактен), а независимыми квадра-- 


{(у,ж)е УХ |9 (4) = #(х)}). 

3,1,2, Пусть И” - мультипликативная теория когомологий. Нам 
достаточно, чтобы теория К” задавала контревариантный функтор 
из категории пар пространств ( Х,А ), где А открыто в Х , x 
гомотопических классов отображений в категорию градуированных 
абелевых групп. Мы требуем, чтобы выполнялась акскома вырезания 
(огреничение когомологий  Н“”(Х,А)на tpymy h*(X\V, A\V) 


6 
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является изоморфизмом, если замыкание V содержитсяв А )и 
существовали внешние произведения 


n'(X,A)x (У, В) hi F(Xe¥,XxBUA*Y), 


mer ee: ассоциативные и косокоммутативные, с едини- 
цей leh (pt). №: также требуем существования такого элемен- 
та у-у, м №'(К,К\{0}) —, чтобы для жобого звыкнуто- 
го ограниченного интервала I , содержащего {0}., х-произ- 
ведение HA элемент у - ограничение y 1 а № (В, в\ Г) 

— было изоморфизмом. Обозначим чераз у“ произведение 
уху в RR, R'\ Г). Тогда гомоморфизмы 


hi(X,A) SED (Xa RX х ("Г"), Ах") 


для всех (Х.А) ‚ С Ц являются изоморфизмами. Обычные 
внутренние (‹_/-)произведения 


h'(X,A)x« Вх, В) == h'#(x, AuB) 


получаются как композиции внемних произведений с гомоморфизмом , 
индуцированным диагональным отображением из Х в XxX 
Rom AcXcZ,A_ ormpiros X , a X замкнуто в 7, 
TO мы требуем также, чтобы 
h'(X,A)- lim (ИУ), 


где предел берется по всем открытым ионы (U,V ) па- 
м (Х,А)в Z. 


3.1.3. Любую мультипликативную теорию когомологий ке ‚ задан- 
ную на конечномерных полиэдральных парах (см. [Dy] ), можно 
распространить на введенные выше пары ( Х,А) пря помощи проце- 
a Чеха (ср. [E5,LR ‚Во, 7] }. Для всякого открытого покры- 

пространства Х обозначим зерез NU нерв покрытия 4, 
а ть N, U - подкомплекс, составленный из симплексов, вер- 
HHH о орах соответствуют элементам U из 4{ , содержащимся 
в А. Положим 


hi(X,A) = fim h‘(N,U,N,U). 


Наиболее интересными для нас примерами служат: odwumie 
гомологий Н“, комплексная К-теория К” и вецественная 
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К-теория КО”. Любов мужьтипликативный спектр Б задает 
мультипликативную теорию когомологий Е”. : 

Eom Х - полиэдр, а C. - замкнутый подлолиэдр в X, яв- 
ляющийся деформационным ретрактом пространства A, то Н”(Х А) 
= 1*(Х,С) ; поэтому xan таких пар нет надобности в процедуре 
Чеха. 

Для эвклидовых окрестностных ретрактов когомологии Чеха Н* 
совпадают с сингулярными когомологиями (см. [ Do,] ). 

Eom h* - мультипликативная теория когомологий, обладаю- 
Man перечисленными выше свойствами, то для любого фиксированно- 
го >20 грушы fhi'(X ,A)=h**(X,A) обладают теми же свойствами, 
за исключением того, что умножение на \*” возможно только при 
п , кретных ® ; при четных К умножение коммутативно. Пример: 
четная часть комплексной К-теорни допускает прямое описание 
в терминах комплексов векторных расслоений на X , точных на А 
(см. ч.1, 1.2.2.2). 


3.1.4, Для любого отображения #:Х-—>\У существует отобреже- 
ние у:Х— К", такое что (f,y):X — Ух” есть замкнутое 
влояение (причем в качестве (у тоже можно взять замкнутое 
вложение). Выбор такого y определяет разложение отображения # 
в композицию замкнутого вложения ( f, yy ) и проекции из Y x RX 
на \. Обозначим обрез Х в Ух“ через Ху ; в схучае 
когда не может возникнуть недоразумений, мн пишем вместо Х, 
просто Х. Положим 


hi(x У) = неизв» Xy). 


3.1.5. Прежде всего необхедимо показать, что это определение 
не зависит от выбора отображения у - Рассмотрим какое-нибудь 
другое разложение p: X —К" отобрежения #. По теореме 
Титце о продолжении существует отображение $ из Ух К“ 

в К” , такое что Фо (#,4)+4ф. Sanamm гомеоморфизм 9 
пространства YY К"х R™ в себя по формуле 


9 (уу, м) = (умм (у, у). 


Ясно, что 8(X инь» - Хи, 0) я потому @ индуцирует изомор- 
физм 9* из ; . 
iene т п рт 

Rene YaR™ КУК Xiy,)) 


6* 
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peer" ( Yo" R™Y«R™R™\ X (y,y))- 
Eom $’ - другое продолжение отображения у, то формула 


8(y.v,w)= (yvw-tp(y.v)-(1-t)b/(y,v)) 


задает TOMOTONMD, связывающую эти продолжения, Поэтому 0” не за- 
висит от выбора отображения \. Отображение a => O(a x у") 
задает изоморфизм ь 


ВАУ YR Xy) Be RO (YaR" КУ КК" АХ), 


канонический изоморфизм из h'*’"(Y»R™Y*R"\ Xy) 
в hit™(Y«R™ Y*R™\X М. получается как композиция изоморфизмов 
в диаграмме 


i п n te pity RM RE ух RT RB 
meme RE у > WR RN RE, VRE RAK yg yy) 
4 
р “a4. «c)* 
(1) (ad кт) 
} 
WRG, Yo RE) сх RE RT ухи в" yyy) 


Изоморфизм в верхней строке только что был описан; изоморфизм 

в нижней строке определяется точно так же, нужно только поменять 
ролями отображения у и  . Гомеоморфизм T из [R™x R" 
в К" К" переставляет сомножители. Легко проверить, что для 
узу этот канонический изоморфизм совпадает с тождествен- 
ным отображением и что канонические изоморфизмы, соответствую- 


щие трем разложениям отобрежения f, согласованы) 


3.1.6, Обратный образ | . | 
9: ®(х-У) —# (х’ У’) 


9 Если построенный канонический изоморфизм обозначить 
через Fy,y , то выполнено соотношение ых Fyy Fy, » - Прим. 
перев. 
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для рессхоенного квадрата Хх ———х 
f' f 
x eo Y 


определяется через разложение у:Х—-К' отображения #. В этой 
ситуации (fy ’) осуществляет вложение X's Y‘* R", и обрат- 
ный образ 9” определяется как контравариантное отображение 


(рек Xy) — КОК" Ху). 


Для замкнутых вложений £:X—~Y и 9 :У—7 эти произведения 
суть гомоморфизмы 


h'(¥,Y\x)o hi (2,2\У) ——hi*4(Z,2\X). (1) 


Жля любой окрестности ( U,V ) пары (Y,Y\X )в Z, такой 
что Уп У=У\Х, определено ‹^-произведение 


hi (U,V)« h(U,U\Y) —~h**4(U,U\X). (2) 
Поскольку, согласно аксноме вырезания, h’(U,U\Y) = h"(Z,Z\Y) 
и Н*(0,И\Х)-*(@,7\Х) произведение (1) получается из (2) перехо- 
дом к прямому пределу. 
Дяя произвольных отображений f:X--Y,g!Y—-Z выберем 
у:Х—Е", y:Y—» К”, разлагающие. эти отображения, и рассмотрим 
коммутативную диаграмму 


(£,9) 
x ———> Y« R" ———> zx R"x R" 
f 


co. 8 
| р 
(8,4) 
у 


———> 1x BR" 
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в которй  }{(4,\) =(9(y), $(4) ›У), @ вертикальные отобре- 
жения являются проекциями. Произведение задается как композиция 


ВУ КАК" АХ,) о hi’ '(ZeR™ ZR VY) LE 

О IR" Xy) oh! ?"(Z*R™RZ*R OR \Yy*R")-> 
+1+т+ . м т х п 

(в К", КК"), 


где второй гомоморфизм есть произведение, уже определенное вые 
для замкнутых вложений. 


31,8, Определим, наконец, прямой образ 

£,:h'(x #7) — (У 2-2) 
ддя собственного отображения #:Х-—\У и произвольного отобре- 
жения 9:У—2 „Поскольку f собственное, существует отобре- 
жение у:Х—1" , где I" - замкнутый единичный куб в мы 
такое что (f,y) - замкнутое вложение. Пусть 7% = ханониче- 
ский образующий rpymm №“(К”К”\1"). Выберем отобрежение 


у: :Y—eR™, разлагающее, отображение g - Torma прямой образ 
задается как композ 


С № Е", 7х R™x К" XS, Хин) res, 
(ВК, "К" (Е 1")o(Z ‘ ку, к) 
22 "(2 К", 2* К" Yy). 

Непосредственно проверяется, что эти три операции не зависят 


от выбора разложений и удовлетворяют аксиомам косокоммутативной 
бивариантной теории. 


3.1.9, ЗАМЕЧАНИЕ. Если бивариантивя теория Я построена по тео- 
рии когомологий И“ , то ассоциированным с A контравариант- 


1) ниже res - отображение взятия ограничения (от английско- 
го restriction ). Заметим, что умножение на У” является 
изоморфизмом, поэтому нужная комлозиция определена. - Прим. 
перев. 


Ta. 3. Топологические теории Е 47 


ным функтором будет снова h" : равенство 
ht (x 4 x) = h(x) 


сразу следует из определения, если в качестве рассматриваемого 
вложения взять вложение X в себя. Ассоциированный ковариант- 
nm 
ный функтор определяется через замкнутое вложение X в К no 
формуле п 
h,(X) = К" ( А", ВХ). 


Это определение согласуется с обычным определением групп гомо- 
лдогий, ассоциированных с данной теорией когомологий, по крайней 
мере для конечных клеточных разбиений X (см. [Wh] ). В cay- 
чае когда пространство X некомпактно, но его одноточечная 
компактификация X°= X u{*} есть клеточное разбиение, имеют 
место равенства 


в (Х) - в" (8"\ it, S\X‘)=h (XS (%). 


Поэтому h,(X) - гомологии с замкнутыми, или локально-конеч- 
ными ‚носителями (гомологии Бореля - Мура, если h”= Н*). (м. 
$ 3.3, где рассмотрены другие возможные носители. 


3,21, Пусть К", №" г мультипликативные теории когомологий, удов- 
летворяющие условиям п.3.1.2, а Ё - естественное преобразова- 
ние из К* в A”, Гомоморфизмы 


Е: k"(X,A)—=h"(X ,A) 

не обязаны сохранять градуировку, HO долины коммутировать © 
произпедениями, а канонический образующий у, из k*(R,R\{0}) 
должен переходить в образующий 7, из A(R ,R\{0}). 

Пусть & , И - бивариантные теории, построенные в $ 3.1 
по k* и h*. Тогда ¢° зедает преобразование Гротендика ‘ 

Е: —+h 

бивариантных теорий. А именно, пусть дано отображение #: Х—У. 
Представим # вложением в Ух В” к определим отобрежение t 
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так, чтобы диаграмма 


ka yy ---- Foe +nha® yy) 


KOR у ИХ) Es ate Rye ИХ) 


была коммутативной. Из конструкции $ 3.1 видно, что преобразова- 
ние t не зависит от выбора вложения для # и коммутирует со 
взятием произведений и прямых и обратных образов. 


3.2.2, ПРИМЕРЫ. Вот некоторые стандартные примеры таких преоб- 
разований: характер Чженя си: К ——~H, из комплексной К-тео- 
рии в гомологии с рациональными коэффициентами; преобразование 
комплекс ции из КО в К; операции Адамса y* из К в 
Кот [1] ) Когомологические операции, для К*= h", будут 
рассмотрены в $ 4.2, 


§ 3,3, а 


Воли h - бивариантная теория, построенная по теории кого- 
мологяй И“ , то ни одна из ассоциированных групи не имеет 
компактных носителей. Цель настоящего параграфа - показать, как 
построить по бивариантной теории И новые бивариантные теории, 
для которых ассоциированные контравариантные, или ковариантные, 
или и те и другие группы имеют компактные носители, Процедура 
построения чисто ‘формальная; заинтереоовавшийся читатель без 
особого труда обобщит это построение на бивариантные теории с 
другими семействами носителей или распространит приведенные 
конструкции за рамки топологии. 


3.3.2. В качестве низлежащей категории возьмем TY же категорию 
топохогических пространств, что и в п.3.1.1, но будем теперь 
считать все непрерывные отображения ограниченными морфизмами. 
Независимыми по-прежнему считаем. расслоенные квадраты. Положим 


h(x £+Y)» тв (К 2 У); 


1) поскольку (и) = фи .rme ив АЯ) - канонический 
образующий. - Прим.перев. 
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прямой предел берется no воем р:К-—Х, для котогчх fp - cod- 
ственное отображение. Для морфизмов # X —Y = 9g: У—2 npom- 
pexenme в Й определяется при помощи перехода к прямому преде- 
ду п воем р: К—Х, g:L—Y,re fp к gp codor- 
венные, в диаграмые ; 


h(K—~Y)eh(L—~z) Sel. h(Kx,L—L)@h(L—Z) 
(КЕ -2). 


Определения прямого и обратного образов, а также проверку аксиом 
бивариантной теории для мы предоставляем читателю. Асооцииро- 
ванными контраварнантным и ковариантным функторами являются 


h"(x)=h(X) , Е, (Хх) = tim h,(K), 
где предел берется по всем компактным подмножествам К вХ. 
3,3,2, Пусть снова sce непрерывные отображения считаютоя ограни- 


ченнымк морфизмами, но расслоенный квадрат 


х———х 


y'—_&_, 
считается независимым, только когда 4 — собственное отображе— 
ние. Тогда положим | 


h(x 4-У) — ба h(K£-Y), 


где предел берется по всем р:К—Х с компактными К. Мы во- 
дучаем бивариантную teopm A , для которой ассоциированными 
группами будут 


#“(Х)- fim h'(X,X\K), В,(Х) - Om В, (К); 
предел берется по всем компактным подмножествам К в Х. 
3.3.3, Наконец, если ограниченные морфизмн должны быть coder 


венными. а независимые квадратн - такие же, как в п.3.3.2, TO 
7 
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помагаем 
h(X —У) = бык (Х*,К— У), 


где предел берется по всем отображениям К -—\ с компактными К. 
В этом случае получается бивариантная теория, для которой | 


#"(Х) = т К (Хх, х\к), К, (X) = В, (X); 


предел берется по всем компактным подмножествам К в Х. 


$ 3,4, Специализация 


Интуитивно гомоморфизм специализации преобразует Гомологии 
общего слоя отображения Ё:Х —\ в гомологии некоторого спе- 
циального слоя при непрерывном скольжении цикла над кривой в \. 
Бивариантный язык позволяет дать определение специализации, 
очень близкое к такому интуитивному представлению, немедленно 
приводящее к бормулам специализации в различных частных случаях 
(см. п.6.3,3 m all, $ 1.2). 

Другие подходы к изучению специализации описаны в [ Ve, ] 
для алгебраических отображений ив [SGA-44, ra.¥]. дяя 
сопряженных обратных гомоморфизмов в когомологиях. 


3,4,1, Чтобы определить гомоморфизм специализации, мы надожим 
на теорию когомологий И” дополнительное требование: ограниче- 
ние ; 

h(C0,1] *R.A) —= h"((0,1] В", Ап(0,4] xR") 


является изоморфизмом, если А открыто в [0,1] « К^. этому тре- 
бованию удовлетворяют когомологические теории, заданные процеду- 
рой Чеха из п.3.1.3. 


3.4.2, ЛЕМА, Пусть отображение #:Х—[0,1] является расолое- 


нйем вне {0}, т.е. имебт место коммутативная дяагремма 


хо amet) Е (0,1) «x, 
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me Х.=#: (1) ‚а #' - ограничение отобрагония f . Tor 
да гомоморфизм взятия обратного образа 


n(x £-[0,t]) —-h(X,—-{1}) 
является изоморфизмом. 


Доказадельство, сть X’=aX\F 10). Представим отображв- 
ние f замкнутым вложением в [0,1] К". Согласно утвержде- 
нию п.3.4.1, примененному к А = [0, Х]* К" \X , ваатие ос 
ретного образа 


в(х-Р- (0,1) — (0,1) | 
есть изоморфизм. Взятие обратного образа | 

h (x’—+ [0,1}) — h(X,—~{ t}) 
является изоморфизмом, поскольку ( К“ К^\ Хх, — деформацион- 
ный ретракт пары ((0,1]х К" (0,1] *(R°\X,)). 
3.4.2, Рассмотрим отображение #: ХУ. Пусть Чо, < у, 
Х, =f y) Xf ty) пусть 

7: [0,1] — У 


~ путь о 710) = Чет такой что индуцированное отображе- 
ние 
[0,1] *,% —~[0,1] 
докально-триввально вне {0}. Определим romomopfuar д опециахива- 


ии. 
5): в (х) — h, (Х,) 


посредством диаграммы 


‚дв CT) «р 
¢ 


([0,1] *y X > [0,1] ) 


+= 


во — (OV) = в. 
a 
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3.4.4, Как мы видели, любой элемент & из h х—у) задает при 
взятии обратного образа элементы с, из Й(4“(у) —— {y= 


в, (у) для всех уе У . непосредотвенно из определения 
гомоморфизма специализации вытекает, что 


By (y,) “уе 


для любого такого % и любого пути у из 4 BY; » WAN 
ноторого определена специализация. 


Тлева 4 
ОРИЕНТАЦИИ В ТОПОЛОГИИ 


$ 4.1. Нормально неособые отображения 

$ 4.2. Когомологические операции | 

$ 4.3. Теорема Римана - Роха для дибференцируемых 
многообразий 


В этой гдаье мы рассматриваем некоторые из отруктур на ото- 
бразении #:Х —У , которые определяют элементы из „К(х-У) 
для различных топозогических теорий К. Наша цель - показать, 
WTO язык биварвантных теорий дает простой и естеотвенный подход 
ко многим хорошо известным теоремам типа теоремы Римана ~ Роха 
из топологии, 


4/5. Отображение #:Х —-Y топологических пространств будем 
называть нормально нвособнм (H.H.0.), если имеется диаграмма 


4 Ух в" 


Sa 


в которй or:N—»X ects векторное расслоение с нулевым 
сечением 3 ,{ - открытое вложение”, р - проекция, а ото- 
бреженке # являетоя композицией отображений 5,Ф и р. (Пред- 


Я поолойное. - Прим. перев. 
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полодение о существовании указанного векторного расоловния MOR~ 
но ослабить, потребовав, чтобы (Х,Я, М№, 8$ ) было микрорасслое- 
нием.) Геометрически это означает, что оообаннорний пространства 
Х в точках х не хуже и не дучше особенностей пространства У 

в тбчках f(x), Рассловние N=N, вазнваетоя нормальным расслое-- 
нием, а диаграмма (I) - нормально На н.о. 
диаграммой) отображения f ; целое число (= rank(N)—n 
назывеют корззмерностью этого отображения, 


4.1.2, ПРИМЕРЫ. Любое сечение 5:Х—ЕЁ векторного расслоения Е 
кормально иеособо, и его нормальным расслоением является E, 
Проекция я:Е-—-Х векторного расслоения нормально неособа, и его 
нормальным расслоением является л“”Р , где E@F - тривиальное 
раослоение. Бодее общо, всякое расслоение, слоем которого слу- 
хит п-мерное многообразие, нормально неособо. 


4,1,3, ПРЕДЛОЖЕНИЕ. Пусть #:Х—У - н‚н,о, отображение кораз- 
мерности d с нормальным ресслоением М. Пусть, далее, h - 
бивариантная теория, поотроенная по некоторой мультипликативной 
теории когомологий fh”. Предположим, что нормальное расслоение 
двляется М  Н“-ориентируемни, т.е, М имеет класс Тома в 
aha iat ’ Ее Торда существует взаимно-однозначное 


ЯМ, МА 


Доказательство, Это соответствие задается изоморфизмом 
вырезания 


hY(N,N\X) = (Ух RSY*R'NX) 
и отождествлением стоящей справа групы о группой h(x у), 
Roum u - класс Тома, а 9:\М/-Х - замкнутое вложение, то 
изоморфизы Тома - Дольда 

вх X\W) OYE не "(мм 
совпадает с гомоморфязмом 

и (м 2-х) H+ в (м ву). 
Это же, очевидно, справедливо и для произвольного отображения 
q: W —Х, кужно лишь заменить $ вложением в XxR™. 
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Предложение следует теперь из того, что классы Тома и сильные 
ориентации определены о точностью до умножения на обратимые эле- 
ментн из h’(X). 


4.0.4. Пусть t:k--h - описанное в $ 3,2 преобразование Гро- 
Sena бивариантных теорий, козникающее из естественного преоб- 
разования теорий когомологий, и пусть ЕХ—У -н.в.о. ото- 
бражение, а и, < (Ху), ue o(y-£Y) - ориентации отображе- 
ния =f , удовлетворяющие условиям предыдущего предложения. Тог- 
да имеет место формула Римана - Poxa 


t(u,) = м, , Une ° (2) 
тде Wy, - некоторый однозначно определенный элемент в К ( 0. 


Пусть Фи te - гомоморфиемы Гизина, зеданные на 
классом и, С пусть ани fy | BA i i ou- 


ределены аналогично по + С помощью общего формализма," вве- 
денного в $ 2.7, мы мы Э@Аб-формулу. 

t'( £4) (8) = fy, (t(6) o wy) (3) 
nan bek*(X) (cp, [Dy,<64] ) х формулу Верлье. 

t, (ff (a) щий (t,(a)) @) 


для ack, (У). 
4,2, Когомологические one 


4.2.1, Boo вышеизложенное применимо, в частности, когда k’sh’sH” 
x ai - когомологическая операция" (ом. [AH,] °`): Воли 


ueH cae ориентация н.н.о. отображения. f , удовдет- 
воряющего условиям предложения 4.1.3, то . 


$(и)=м; и, (5) 
где wee Н *(X). Поскольку клаоб р определен ee с 
точностью до умножения HA обратимый элемент из Н“(Х), класс 
Wg He зависит от выбора wu, Например, если 3* - полный 


квадрат Стинрода, то We - полный класс Штифеля - Уитни нор- 
мального расслоения к Ф ; это построение равнозначно конст- 


1) Мультипликативная. - Прим. перев. 
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рукции классов Штифеля - Уитни по Тому. Формулу (4) можно рас- 
оматривать как один из аспектов двойственности Уштни для прост- 
ранств с особенностями; в случае когда Ё отображает многообуе- 
зие в точку, подучается формула 


8, [M]=w(T,) ^ [М], (6) 

rye Ty - касательное расслоение к М ‚а [М] - фундамев- 
тальный класс многообразия М; 
4.2.2, Приведем пример того, как введенный нами формализм, даже 
для случая функторов когомодогий и гомодогий, упрощает изучение 
когомологических операций. ‚Рассмотрим когомологичеокую операциу" 
94+ 9'+ 3*...., roe 53°“ повышает степени на L , и пусть 


’8'=1-31+ ((8')* - (52)) +... (7 
- у операция. В результате получим преобразование Гро- 
зендика Э :Н-Н, такое что 3.3 = id =9%5, 
ЛЕММА. Если пространство Х компактно, то 


{3'6,а) =(6,3,a) & 
для всех бе H*(X), ac H,(X). 
Доказазельство, Действительно, для любого собственного ото- 
брежения р: Х -——*Р 
$ р»(5'5 ла) = р,5. (3% ла) =р,(6^За), 
поскольку 9, коммутирует со взятием прямых образов и произве- 
дений; утверждение деммы получается из алой формулы при Pept, 


Пусть тедерь М - ориентированиое многообразие. Определим 
класс We Н"М)посредством формулы 


$[М] = я- [М]. (9) 

Согласно доказанной выше демме, это условие эквивалентно следую- 
цему: 

¢8'(6),£M]) (вом) (40) 


maa воех be Н”(М). Kom #:М—М'- непрерывное отображение 
ориентированных многообразий и класс WW! из Н“(М’) задан ана- 
логичной формулой, то, согласно гипотезе Атьи - Херцебруха [AH,], 
справедлива формула ‘ 


£(S(6)4 и) = 8 (& (6) ow" (11) 
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для всех be Н* (М). Здесь {, - гомоморфизм Гизина из H"(M) 
в Н*(М’), определяемый двойственностью Пуанкаре: #, (6) ^^ [М] = 
Е, (5 ^[М]Эта формула, впервые доказанная Спеньером [Sp], яв- 
ляется формальным следствием предыдущего: 


в (3699) ^ [М] +, (36 ^ 3. [М] ) = £3 (8^ [М] 


51, (6^ (М1) -5 (6 (6) (м1) = 3°(6,(6)) 
Ум’ м м’ . 


В категории дифференцируемых многообразий все дифференцируе- 
мые отображения нормально неособы и нормальное расслоение един- 
ственно с точностью до стабильного изоморфизма. Раосматривая Ou-- 
вариантные теории (CO значениями в категории множеств), связан- 
ные о различными структурами, которыми может быть снабжено ста- 
бильное нормальное расслоение, получаем компактное утверждение, 
охватывающее серию результатов, известных как "теорема Римана - 
Роха для дифференцируемых многообразий" ( [АН,] , [ Ht,J). 


4,3,1, В качестве низлежащей катёгории возьмем категорю = -диф- 
ференцируемых многообразий и их c™ -oTodpaxenutt. Ограниченными 
морфизмами пусть будут одни только тождественные отображения. 
Расслоенный квадрат 

x 

| {12) 

У 


очитаем независимым только в том случае, если он С ”треновер- 
сален. 


at 
~<—_—_— 


4.3.2. Каждому С’Тотобрелению £:X-~Y сопоставим иножество 
U(X +t) всех комплексных структур на стабильном нормальном 
расслоении x Ё . Для таких отобрахений £:X —У и g:Y—~Z. 
имеется точная последовательность, связывающая нориальнне рас- 


8 
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слоения №), № x Ме . Поэтому комплеконые структуры на № - 
и № определяют комплексную структуру на Not . Итак, noxy~ 


U(X £-Y)xU(Y¥-2-Z) + 0(Х--2), 


Для трансверсального квадрата (12) имеем 9*(№) =Ми; зна- 
чит, комплеконая бтруктура на №; задает комплексную структу- 
ру ва Ny . Тем самым получен обратный образ. 


g*: ХУ) —и(х’-Р-у). 


Все прямые образы устроены тривиально. Аксиомы бивариантной тео- 
рии проверяются непосредственно. 

Аналогично строится бивариантная теоря Spin , где 
Spin (X-£-Y) - это множество — Spin-orpyxryp на Np» т.е. 
множество поднятий структурной группы нормального расслоения до 
структурной грушы = Spin(n) - дьулистной накрывающей групин 
SO(n) (см. [МЕ] ). Ta же конструкция приводит к бивариантной 
теори Spin’, где Spin®(n) = Spin(n)« изв U(1). 

Онределим  С,-отруктуру на отображении {:Х->\ как ориен- 
тацию расслоения N, вместе с классом с из Н 2 X;Z), ограни- 
чение которого на = H?(X;Z/2Z)ects м. (№). Ясно, что 

С, -структуры на отобрежениях #:Х-—\У и 4:\-2 задают 
C,-orpyxrypy на отображении 4Ё:Х-— Z : если класс с (соотв. 
4) залает структуру ‘ва # (соотв. 4 ), то класо c+ #*(4) 
задает (,-структуру на gf . Для трансвероального квадрата 
(12), ecm класс С задает С,-структуру на f , то 9" (с) 
задает С,-структуру На =f’. Таким образом определена бива- 
puautuaa теория (.. 

Для любой мультипликативной теории когомологий к" опреде- 
mu В (X-4+Y) как мнохество класоов Тома расолоения № 
{не обязательно одной размерности). Согласно предложению 4.1.3, 
эти классы соответствуют сильным ориентациям отображения # 


в биварнантной груше ®(Х-Ё-У); определения произведения м 
обратного образа при таком описании очевидны, 


4,3,3, Теорему Римана ~ Poxa nxt дифференцируемых многообразий 
можно резюмировать в виде следующей коммутетивной диаграммы пре- 
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обравований Гротендика: 


Spin ———> Spin® = с; 
(13) 


is ——> K-——> 


Преобразования в верхней строке диаграмыы индуцированы cOOTBET~ 
ствующими гомоморфизмами групи 


Эри (п) —~ Зрм“(п) — 50(п)х 0(1); 


по второму гомоморфизму банка на расодоении индуци- 
рует ориентацию расоловния и задает комплексное линейное расолое- 
ние, первый класо Чженя которого и есть класс ¢ , задающий С,- 
структуру. Преобразования в нижней строке индугированы комплекси- 
фикацией КО--К и характером Чяеня К-—Н(; 4}. Преобразованяя 
on —KO x Эри? —К определены благодаря тому, что 

in- (соотв. Spin®- ) расслоение N имеет класс Тома 
(соотв. p§ ) в КО-(ооотв. в К- ) теория [ABS]. Ри 
чтобы построить преобразование из C; в Н ‚ рассмотрим отобра- 
жение Г: №--У, с нормальным раослоением N ‚, ориентированным 
„при помощи класса Тома ие Н’(М,М\Х).Тогда 


* ( е</2 А (№) "хи (44) 


задает класс Тома в Н”(Л,М\Х ;@}, который и является нужным нам 
элементом из Н al Хх 4.) ; Через A здесь обозначен класо 
Хирцебруха, ассоциированный со степенным рядом 2V>/sh 22 
{Hi,]. 

Коммутативность первого из квадратов в диаграмме (13) следу- 
ет из того, что для СЛ -расслоения N класс (му является 
комплекоификацией класса у [ABS]. Коммутативность второго 
квадрата устанавливается выкладкой, проверяющей, что класс ch 
` (aE) есть naaco, заданный формудой (14) (см. [Sto, 0.270] ). 

Диаграмму (13) можно пополнить преобразованием Гротендяка 
у— Spin® ‚ которое индуцировано гомоморфизмами U(n)—~ 


рт“ (2). 


Е 
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4.3.4, Диаграмма (13) содержит утверждение, что Spin- spin’ 
и С,-структуры на нормельных расслоениях задают функториель- 
ные гомоморфизмы Гизина в КО,К и Н(;@), и показывает, как 
эти гомоморфизмы связаны друг с другом. Продемонстрируем теперь, 
как отсюда вывести обычную теорему Римана ~ Роха ны). 


СЛЕДСТВИЕ. Если #:Х —У - отображение компактных ориен- 
тированных мнорообразий, а с - классв Н?(Х;2), поднимающий 
класс и, (м0 ,то для любого у«К*(Х) существует 

. элемент ё в K*(Y), такой что 


6 (ch ()e°A (т) = ch(€)A(T,). 


Здесь ино 9-Ни; 9) - гомоморфизм Гизинв, заденный двойст- 
венностью Пуанкаре. 


. © 
Доказатодьотво. Так как 01 Spaxenue Spin —C, сюръективно, 
то структура 9-продолжаетоя до ЛИЛ“-структуры на f , кото- 
рая, согласно (2), определяет некоторый элемент в К(Х 2-у). 
Теперь, согласно ЗСА-6-формуле (4) из 0.4.1.4, примененной к 
преобразованию Гротендика сн:К-— Н(;@),требуемое заключение по-. 
лучается пря # =, (1). 


Глава 5 
ТРАНСФЕР И ЧИСЛО НЕПЮДВИКНЫХ ТОЧЕК 


Если х:ХЬ—-Х - отображение компактного пространства в 
зебя с множеством неподвижных точек |Х|, то каждая компонента 
множества |X| имеет некоторый индекс, измеряющий ее вклад в 
чиоло Лефшеца данного отображения. Эта информация’ задается эле- 
ментом из Н , (1х). Всякому локально-тривиальному расслоению 
£:X —У в послойным эндоморфизмом х:Х-—=Х (т.е. таким, 
i fox=f ) хотелось бы сопоставить глобально заданный эле- 
мент, который при ограничении на слой над PeY давал определен- 
ный выше индеко в Н, (1 (РУ). Бивариантные теории хорошо под- 
ходят для построения ‘таких классов: они будут элементами из 

H°(|\X|+Y) . Гомоморфизми Гизина из Н‘(1Хв H°(Y) , задав- 
ные этими классами, будут трансферами Дольда (Do, о, }. Изучение 
трансфера значительно упростится, если заметить, 0 конструкция 
Дольда по существу представляет собой построение канонических 
ориентаций в некоторых бивариантных группах. 


5,0,5$, Пусть объектами низлежащей категории 6. ЯВДНЮТСЯ трой- 
ки (Х,Х px). где Х - топологическое пространство, удовлет- 
popanaice Joxonwun гл. 3, X_ - откритов подпространство ы X, 
a х:Х;-—Х - езорамание Морфизм из (Х,Х,,х) в (У, У, „р 
- это непрерывное отображение Ё:Х-\, таков что f(X,) yes 
ef=fox. 
о |Х|<Х, - мпожество неподвижных точек PeX 
(x(P)=P). Для опредеженных выше морфизмов # цусль |1]: 24-1 
-ицдуцированное отобрежеыие подпространств неподвижных точек. 
Будем считать морфизм в категории 6 ограниченным, если инду- 
цированное отображение |#| собственное. Независимыми квадратами 
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в @ сусть будут обычные коммутетивные квадраты 
x' cane Ее x 
f' | f 
(1) 
ie о 
в категории 6 ‚ являющиеся расслоенными квадратами на входя- 
цих в них пространствах. 


5,0,2, Пусть Й - топологическая теория, удовлетворяющая усло- 
виям гд.3. Кеждому морфизму f:X—-Y категории 6 сопоставим 
группу 


ХУ). 


Так как бунктор (Х X4,%)—elX] сохраняет ограниченные отобра- 
NORMA и незавясимые хвадреты, является бивариантной Te0~ 
prot на 6. 


5,0.3, ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Морфизм f:X-~Y категории 6 называется 


зракция г:0--Х над У (т.е. for = pryjy). 

Важными примерами таких морфизмов являются локадьно-триви- 
альные расслоения конечного типа, ь 

Это условие довольно сильное — Дольдполагает, что такие 
морфизмы можно храктовать как (С°-погружения, - но нет ника- 
ких требований к отображениям пространств Х и У в себя 
(ор. п. 6.6.2). 


5.0.4. Конотрукция, Пусть {+Х — У - морфизы Дольда, а XcY 
¢¥*R" wr:U-X - соответствующие вложения и ретракция. 
Пусть Ц, -г-(Х,} . Определям отобрежение 


4:0, — В“ 
формулой d(P)=pr,(P)-pr,(x(r(P))), где pr,  - проекция 
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из У>хК” на В*. Можно проверить, что ао х в" |X]? 
Поэтому d индуцирует отобрежение пар : 


(Цех К", Фа К" Le (R",R"\ {0}). 


Пусть 7" - канонический образующий в A" К", R"\{0}) $ 
Тогда 

4") « (ОПУ К", бк "ИХ. 
Далее, по аксиоме вырезания эта группа совпадает с группой 
WY(IY/*RUYIR"\X), которая по определению есть h(x} 4b 10? 
или #№({). 0браз элемента 4” ( y") при таком соответствия 
определим как O(f) , 


9(#) ® К° ГУ). 


6.0.5. ПРЕДЛОЖЕНИЕ. Элемент @($) не зависит от произвола, имею- 
щего место при его построении. Классы являются канониче- 


скими ориентациями морфизмов Дольда, согласованными со взятием’ 


обратных образов. Точнее: 
(©) Если Т:Х-—У и 3:У--7 - морфизыы Дольда, то 
gf XZ - также морфизм Дольда и 
: x - 9(9) = 8(£)- 8(q) 
в h(Ix} 42-12). 
(él) Если £:1X-+Y - морфизм Дольда, ‘о для любого незави- 
‚ симого кведрета (I) #’ также является морфизмом Дольда и. 
тр 0(£') = 9° O(f) 
в W(X) LE yy). $. 
5,0,6, Последнее предложение и формализм $ 2.5 показывают, что 
морфизмам Дольда Ё:Х--=\У соответствуют гомоморфизмы Гизина 
ЕЕ — ВХ), #949)", 


Dgom Ре Ца || «К к ise se pero 
К » pr, (xr(P))-fxr(P)=ytr (Р) =цре(Р): „Поэтому 
(Р-Р : gh ore a Pe yh r(. EP и х(Р)-Р. 
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В: htixt)—= RIV), &+90). 


Второй из этих гомоморфизмов, определенный только в случае, ког- 
да №3] собственное, и есть транофер Дольда. Эти гомоморфизми 
функтбриальны и согласованы со взятием обратных образов для про- 
извольных У^=Х. Любое преобразование Гротендика h-+h' топо- 
логических теорий переводят канонические ориентации теории h 

в канонические ориентации теории К ; в частности, траноферы 
коммутируют оо стабильными когомологическими операциями. 

5.0,7, Для ограниченного морфизма Дольда #;Х —\ определим 
цидекс I= 1,(x) равенством £,(1)=1£1, (944) в K(X). Из аксиом 
А123 и.'{2 бивариантной теории следует, что композиции 


АОН хр nian) 


в нахо - El fy (111) 


являются умножениями на индекс IT, 

Когда £ отображает Х в точку, будем писать 9(Х) = 0({)< 
fy (IX1) ХР). Bom JX] компактно, то [f],(0(X)) =I - 
число неподвижных точек отображения х: ХХ . В случае когда 
Х=Х. компактно, а И - сингулярные гомологии, введенный ин- 
декс совпадает с числом Лефиеца отображения x([Do, гл. YU, 

a. 6.6] ). Отметим, что в 9(Х) отражен вклад каждой из коипо- 
нент пространства |X| и что этот класс определен как гомологи- 
ческий класс Бореля - Мура даже для некомпактного |Х|. 

Для произвольного морфизма Дольда #:Х-\ из свойства (it) 
инвариантности относительно взятия обратных образов вытекает, 
что при ограничении f°(1Y!) —#({Р}) индеко I переходит в 
число Лефеца слоя Е“! (Р) для всех Ре|\|. Из свойства (i), 
примененного к диаграмме X=-Y —= рф, следует формула 


9(Х) = 8(f£)- 9 (у).- 
Эта формула выражает число Лефшеца пространства Хв терминах слоев 
отображения f и неподвижных точек ва \ (см. [Го,,п. 8.18] ). 


оказательство ожения 5,0,5, Мн проверим, что эле- 
мент O(f) He зависит от произвола при его построении. Пренде вое- 
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го, заметим, что окрестность можно заменить лебой меньшей 
окрестностью. Вложение Х в Y* IR" задается отображением 
у: Х—К`. воли г иг’ - две послойные ретракции U на X 
нед Y , то положим 


(ууу) =г(и угу) + г (9, (1- уг’ (9,у)}, 


где (9,у)в Uc Yx К", 04141. Уменьшив в случае необходимоо- 
ти 0, получим семейство ретракций Xn Han У , такое что 
mtr’, rer, Тогда : 

а, (9,¥) eV yur (9,v) 


задает гомотопию, при которой 4. ({0}) 0 М жК^ = [Х| 

для всех t , и поэтому 4% у“- diy”. Для того чтобы устано- 
вить независимость O(f) or выбранного вложения, рассмотрим дру- 
Toe вложение, задаваемое отображением ф:Х —>К”. Достаточно 


показать, что ух (y,) определяют элемеять из 
RY RSIYAR |X yl) В“ "КУК", 


соответствующие друг другу относительно изоморфизма из п. 3.1.5, 
По построению этого изоморфизма, элемент ay" соответотвует 
рлементу р*(4'") 4” у"), где р - проекция не (Y/xR", 
а 4 задается формулой 
‘ (2,¥,w = м-ухг(у,у). 
Ho pay" qty" = D*(y mene 
D(y,v,w) = (d(y.¥),4(.v,w)), 

и как раз это отображение D и используется при поотроении эле- 
мента 0({) по вложению (f,y,y) и ретракции (7,V,W)rr(2,v)- 
Доказательство овойств (i) и (it) для элемента 0({) 
проводится непосредственно. В первом случае представим морфизм 

#:Х —У вложвяием (f,y):X —\» Ки ретракцией г: /—Х, 

а морфизм 9:1—7 - вложением (9, ): Y—~Z«R™ и ретрак- 

цией 8: V—-Y . Тогда gf можно представить вложением 

gf, vf,y):X — Z«R"R'a ретракцией t:W—+X , которая за- 

двется формулой t(&,W,v) = r(s(g,w).v) , тде E62, р. 

veR", weR", W= s +d) (0). Пусть d.:U,—-R", dg: Vy RG 
: К"*" — отображения, построенные в 6 5.4, 


— 
+ * 0 
9 
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так чо dr у”-0(#), dgy™= 00) и de у”""- 0(4#). тогда 
0(£)- 019) = (в ау") day”, 
и, поскольку ds (s«td)« 4, = 4, ‚ получаем равенство 
9(4)-9(9)и 9(g£) . при доказательстве овойотва (44 ) нужно 


снова воспользоваться независимостью элемента O(f) о? произ- 
вода. цри ето построении. Мы опустим это доказательство, 


. Гаава 6 
КЛАССЫ УИТНИ 


$ 6.1. Бивариавтная теория F 

$ 6.2. Преобразоваяше Гротевдика w 

$ 6.3. Следотвия творемы GA (формула Римана ~ 
Роха, теорема Вернье - Римана - Poxa, 
опецяализация ) 

$ 6.4. Доказательство единотвеннооти преобра- 
зования Ww 

$6.5. Построение преобразования 

$ 6.6. Приложения (комбиваторная формула для 
класса Уитни векторного расслоения, 
транофер) 


Классы Уитни - первые из открытых характериотических клео- 
вов - неоднократно выступали в математике в роли предтечи: 
свойства, первовачально доказанные для них, как оказывалось 
позднев, выполняются и для других характериотических классов 
(при этом часто услокнялись доказательства и получались более 
глубокие следствия). Совсем недавно именно клаосы Уитни быхи 
определены первыми для пространств с особенностями [Su], и 
на их примере было обнаружено, что характериостичеокие RAACOM 
проотранотва ледат в его гомологиях (а не в когомологиях). Пред- 
оставленная в этой главе теория оказала влияние ва нащу‘ формули- 
ровку бивариантного языка и, как мы надеемся, послужит моделью 
будущих кооледований. 

Главчым объектом исследования в гл. 6 является преобразова- 
nme Гротендика | , названное преобразованием Уктни из бкваризит- 
вой теории F в mod 2-гомологии. Это преобразование полностью 
описывается теоремой 6А п. 6.2.1, а его комбинаторная формула 


9 
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приводится в теореме 6В п. 6.5.2. Грубо говоря, преобразование 
Уитни опиоывает поведение классов Уитни по отношению к трем опе- 
рациям бивариантной теории. Необходимость обратных образов и про- 
изведений пояснена з $ 1.5. Идея о необходимости операции взятия 
прямого образа принадлежит Делиню (06 ев аналоге для классов Чке- 
BA OM. [Мас] ); эта операция устанавливает отношение мекду клао- 
сами Умтни и эйлеровыми характеристиками (прямой образ в тгории 
Е измеряет эйлеровы характеристики оловв). 

Доказательства предотавляют собой по большей чаотя приятные 
упражнения из комбинаторной топологий; они либо опускаются, либо 
приводятоя лишь в виде голой схемы. 

В $6 10.4,10.5,10.7 перечисляются иврешенные проблемы, овя- 
занные с тематикой этой главы, а также некоторые возможные 060б- 
щения. 


6.1. Бивариантная теория Е 


диодра Х называетоя подпроотранотво, получаемое из его подполи- 
эдров о помощью конечной пооледовательнсоти операций объединения , 
пересечения и дополнения. Конструктивной фуякцией х из поливдра 
Х в Z mod2 называется воякая функция, для которой х'(1) - Kon- 
структивное множество (а значит, конотруктивным является и 
5“ (0) ). Фувкция ч:Х —1./2 нонотруктивна тогда и только 
forma, когда для некоторой триангуляции T полиэдра X эта функ- 
ция постоянна на внутренностях симплексов из Т. Такую триангу- 
ляцию мы называем сх -подогнанной. 

Для кашдой конотруктивной функции ©: Х—7/ 27, onpe- 
neam mod2-ueace чиоло Х(Х;) по формуле 


x (Xa) = Халк H:(c'(1)) (mod 2) 


Eoan T воть -подогнанная триангуляция, TO чяоло (Х; =) 
сразнимо по модулю 2 с числом симплексов разбиения | , на виут- 
ренностях которых о не обращёется в нуль. 


6.1.2. Определение теории Е. Мы построим бивариантную теорию F 
ва категории полиэдров и кусочно-линейных отображений, в кото- 
рой соботвенные отображения ограниченны, а расслоенные квадраты 
независимы. Для любого морфизма Е: Х—У определи 
F(X--Y) = F°(X —»Y) как множество конструктивных 
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функций о:Х —1/27,удовлетворяющих приводимому нияе ло- 
кальному уодовию Эйлера в кахдой точке х«&Х. 
Локальное условие Эйлера для функции с’ з точке a. Выберем 
такие триангуляции Т и T' полиэдров X и {, чтобы Т была 
©-подогнанной, а f - симплициальным отображением, и пусть 
х - внутренняя точка оимилекоа A разбиения Т. Тогда 


a(x) = 4 (St(A)n£ (за) 
для вовх уе я (#(4)). 


Здесь St %) - —открытая звезда симплекса Д ‚т.е, объе- 
динение внутренноотей воех симплекоов, перзозкающихся о внутрен- 
воотью онмилекса Д. Локальное условие Эйлера, очевидно, не за- 
wmoxr от выбора разбиений Т и T'. Значение локального условия 
Эйлера выяонитоя в конце этого параграфа. 

Множество Е(ХЫ—-У) являвтоя группой относительно по- 
точечного оложениля конотруктивных функций. Три операции бивари- 
антной теории саределяются оледующим образом; _ 


1) Произведения, Еоли ‚© ree ‚ то 
w+ p(x) = (х)р(Е(х)). 
& 


2) Прямые образы. Если ха ) в - огра- 
циченный морфизм, то 5 


В. = 4 (£7'(y) 5 4). 
р 


‘—х 


3) Обратные образы. Боли квадрат [С не- 


зависим, то 


g*a (x!) = a (q'(x")). 
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Мы onyoxaem проверку аксиом биварканеной теории. Xopowm 
— может послужить проверка выпохиения условия Эйлера 
aan ©. 


ЗАМЕЧАНИЯ. Локальное условие Эйлера валагазт значительные 
ограничения на конструктивные функции из F(X —~Y) . напри- 
мер: 
яя любого Х множество . Г"(Х) = F(x 4-x) oocront 
из фувкций, постоянных HA какдой компоненте овязности полиэдра 


для любого X множвотво F(X) - F(X —> pt) aooroxe 
яз функций oO, таких что для некоторой OU-MOMOTHAHHOM триангу- 
ляции T полиэдра X вытолняетоя равенство д (1,0%) = 1 ~o(p), 
где Г - основание звезды (в барицентрическом измельчения три- 
анхухяции T полиэдра X ) любого симплекоа A разбиения T, а 
точка р лежит внутри A . 

Если Y озязно, а Ё не являетоя отображением на, то 


F(X—~Y)=0. 


6.1.3. Эйдеровн отображения. Теперь мы определим клаос канони- 
чески [Г-ориензированиых отображений. Назовем отобранение 


#:Х — У эйлеровьш, воли конотруктивная функция, токдест- 
венно равная 1 ва Х . удовлетворяет локальному условию Эйлера 
Bo вовх точках х<Х. Эта конотруктивная функция обозвачаетоя 
через 1, » Мпожество эйуеровых отображений, очевидно, замкнуто 
отвосятельно взятия композиции, и 1, задает каноническую оривн- 
тацию отображения f . 


ПРИМЕРЫ. Отображение из Х в точку эйлерово тогда и только 
тогда, когда X являетоя mod 2-эйлеровым пространством (cm. 
CHT). 1.6. для всех LE 


ХХХ {= тоб2. 


В этом олучав каноническая ориентация обозначается через lL. 
Слои любого эйлерова отображения ABagoran то2-эйлеровн- 
ми проотранствами. Любов расслоение, слоями которого являются 
тод.2-эйлеровы проотранетва, определяет эйлерово отображение . 
На pac. 1 показано эйлерово отображение в отрезок (оно 
задается вертикальной проекцией). 
Ели X-f+Y  - ооботвеннов эйлерово отображение, то 
(Е (4)) является локально-постоянной функцией на Y co 
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Puc. I 


значениями в Z/2Z. 920 следует из диаграммы 


г у 
Dy / 
У 


id ; | 
поскольку f, 1,6 Е (У — У). правильным локальным условием, 
гарантирующим это, и является локальное условие Эйлера. 


2 Е] ze iJ [3] 
6,2.{. В этом параграфе мы оформулируем основную теорему GA. 
Доказательство ее мы отлоким до 56 6.4, 6.5. ° 
Воюду далее в этой главе H(X—~Y) — будет обозн?- 
чать бивариантную теор то42-гомологий. Постровиная в 
$ 4.1 каноническая ориентация в H (Хх —\)  пормально 
Heocodore отображения $: Х->\’ относительной коразмерности а 
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будет обозначатьоя через [#]; поскольку выбраны mod2~- ко- 
эффициенты, классы, построенные в предложения 4.1.3, определе- 
ны однозначно. 


_ EOPEMA 6A. отвует и единственно п азование - 
тендика w us F в Н, удовлетворяющее оледующем в = 


мировки: воля X - многообразие, 19 w(1,)=w(TX):{X], [до 


@/ \e 
Gap 


x 


Отметим, что в этой теореме ие делаетоя различия между глад- 
кими и полиедральными многообразиями, поскольку TX интераре- 
тируетоя как каоательное микрораослоение . 


2 г ао Уитни пространотва. ОПРЕДЕЛЕНИЕ. 
Бол Х—рё являетоя отображением Эйлера, то кладо 
м, (Хх) < Н(Х — pt) определяется как w(t). 

Bu. 6.5.2 мы убедимоя, что это определение соглаоуетоя 

0 определениями классов Уитни для mod 2.эйлеровых проот- 
ранотв, даниьми в [54], [ НТ,] и [Ak]. Из теоремы 64 не- 
пооредотвенно следует, что клаоо ‘\м,(Х) двойствен по Пуаи- 
каре клаобу w(TX) в олучае многообразий и что для компакт- 
вых X аугментация преобразует класо w,(X) в д(Х)тод2. 
Пооледнее утверждение получается, воли взять прямой образ эле- 
мента ow, (X) в диаграмме : 


®“/ 
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§ 6.3. Следотвия теоремы GA (формула Римана - Poxa, 
теорема Верлье - Римана - Роха, опециализация). 
6.3.1. Формула Римана - Роха, Эйлеровы отображения имеют кано- 


вические  {-ориентации, а нормально нвоообые отображения — 
ивноничеокие  Н-оризнтации. Охображения, являющиеся одновре- 
MORHO эйлеровыми и нормально неоообыми, назьваютоя гладкими. 
отображениямх. Для таких отображений, как можно вадеяться, вы- 
полняетоя формула Римана - Роха. 

Гяадкое отобраение #:Х—У = это такое отобра- 
жение, что у Х имеется открытое покрытие множествами 
Us f(U)x IR" ‚ на которых # является проекцией на цпарвый 
сомножитель. Например, вое расоловния с неособымя олоями гладки, 
(Термин выбран по акалогии с алгебраической геометрией.) Если 
отображение £:X-+Y гладко, то над Х определено михрораослое- 
ние касательных к олоям 


Y 
проекция 
WO первый |= 


сомножитель 


обозначаемов через TF’, 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 6A. Воли отображение £:X—-Y гладко, 
10 © (1+) = м (ТЕ). (#] , me 


@/\@ 
a 


Доказательство. Вначале DOKameM наше предложение в прелио-- 
ложении, что Y (a потому и Х) явдяетоя многообразвем, Для это- 
го достаточно проверить равенство w(1,)- w(ly) = w(TF)- 
[f]-w(ly), так как *w(ly) - изоморфизы. Эго равенство 
получается из рассмотрения следующей диаграмми, в которой вое 

“40 
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треугольники, кроме нужного нам, заведомо задают произведения 
(а равенотро произведений элементов, стоящих по краю диаграммы, 
зызекает из коммутативности умножения): 


= 


{x} 


х 


Для завершения доказательства нам потребуется хорошо из— 
веотная лемма. 


JEMMA. Для любого пространотва/имевтся вложение YS № 
в неко многообразие опускающее per. У: МЫ—У, 
yas. rot = у’ 

Нужное многообразие N получается удвовнием (два экземпля> 
ра оклеиваютон по границе) регулярной окрестности пространства 
У, при любом вложении Y в какое-либо многообразие, 

Теперь для произвольного гладкого морбизма X-~L-Y обра- 
зуем квадрат 
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где М - раоолоенное произведение =X SY и NIeY , Фор- 
мула для М и № после перехода к обратным образам дает формулу 
для Х=\. 


6.3.2, Теорема Верлье-Римана-Роха. Как указывалось в $ 2.7, коль 
скоро имеются преобразование Гротендика, например из теоремы GA, 
м формула Римана-Роха, вапример‘из предложения GA, мы получаем 
теорему Вердье-Римана-Роха. В нашем случае это 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 6B. Если #:Х-—\ - гладкое отображение, то 
оледующая дя’ грамма коммутативна: 


(и —“— 4.) 


=" w(TF) п" 
IF, (X) —————+ (0) 


(Отметим, что ить Е. ) 
Аналогично получается SGA-6 - теорема Римана-Роха, 
однако ввиду простоты когомологий №” ona неинтераона. 


ЗАМЕЧАНИЕ. Предложение ‚68 остается справедливым (после 
замены w(TF) ва (м N,J ) и для нормально неособых отобра- 
кений Е:Х —\У пространств Эйлера. Доказывать это, однако, 
приходитоя по-другому (ом. $ 10.7). Ivo обобщение предложения 
6B важно, поскольку оно характеризует гомологический клядс Уи?- 
ви о точностью до его вормировки на точка. А именно: 

Каждому mod 2 - пространству Эйлера Х можно сопоставить 
адинотвенный клас № (Х)еН,(Х), такой что 

1) м, (pt) 40; 

о 2) для Boex пормально веособых отображений f:X—~Y вы- 
полняетоя равенотво W,(X)= [м (м;) 1" м Ем, (У). 

Мы опустим доказательство этого утверждения, иопользующее 

творжю кобордизмов. 


6.3.3. Специализация. В настоящем пункте мы получим формулу для 
специализации класса WoL) Ra общий слой как результат примене-- 
вия преобразования W) к некоторой аасоциировранной кояотруктивной 
функции, обозначаемой f(a), на специальном oxoe. При этом мы 
следуем работе Верлье ( (№). посвященной опециализации клас- 
сов Чиеня. 

Рассмотрим отобраение #:Х-\, точку y.eY, слой 

10* 
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we F(X\#7'(y,)~Y\fy}}, явялющийоя хонотруктивной функцией 
на воём Х. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Пуоть у :[0,1]--Х отображает" О в y,, 
а (01]в YN {4} . Существует единотвениый элемент из 
pe F(X*, [0,1] —10,1)) , который при ограничении на (0,1] 
Hacer -¥."(1). Определим специализацию p,(%)<F,(X,)-F(X~{y,}) 
элемента O| как указанное ограничение элемента р. 

"Другими словами, p,(ou) - это результат единственно возмок- 
ного пополнения диаграммы, вое квадраты в которой являютоя квад- 
ратами обратных образов: 


Х,- fy) HAN которой называется QNEUMAALHEM олоем, и элемент 


X, > Xx [0,1] <> (0,1) ————> X\f “(y9) 


0 

| 
р @® в 
——— 01 — (0, 1] о 


ЗАМЕЧАНИЕ. Элемент © можно доопределять до элемента из 
reyoou (ХУ) тогда и только тогда, когда Py (%) не 


завкоит от у: В этом случае Py (%) воть продолжение функции 0 
на слой X, . у 


Воли дополнительно потребовать, чтобы =X xy (0,1]-(0,1] 
было расолоением, то определена специализация в гомологиях 
oy! H,(%,) — Н, (Х,), 
иене 
ПРЕДЛОЖЕНИЕ 6С. Имеет место равенство 
Sy (w(i"a)) = w(p,(a)), 


Ka : Py 
вк) <— О — Ny) —> Pe Mp) 


| ЗЕ 


iC Hy(%p) 
т 
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Это непооредотвенно вытекает из результатов п. 3.4.4. 
СЛЕДСТВИЕ. Еоли #:Х--\У - эйлерово отображение, то 


в, (w, (Х,))=м.(Х): 


$ 6.4. Доказательство единотвенноогн преобразования 2 
Для любо #:Х--\У клюбою ов Е(Х-—У) мы по- 
отрожм диаграмму 
р 


x i-_ MM 


tol le 


y —L—» np ———__+pt 


в которой М и М - многообразия, такую что 


; w= р, 
me ре F(Z—=N)- (единственное) решение уравнения 


fel = pt м* 


Тогда из условия, наложенного в теореме 6А на преобразование &> 


вытекает, чт0 | : 
w(a)= (р), (x) 
где wp) — ‘единственное решение уравнения 
w(f)-w(TN)-(N] = p(w(TM)- МТ; (#**) 
решение этого уравнения единственно, поскояьку отображения 
ow(TN):H(Z—N)—H(Z—=N) 


+ [N ] : H(Z--N)—~H(Z—-N) 


суть oe (первое - ввиду обратимости элемента w(TN) в 
H* (№ 
se построения этой диаграммы воопользуемоя вложением и 
ретракцией i 
— See 


—— 
т 
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из леммы п. 6.3.1. Пусть Z воть Хх,М, а р = г*ы. 
Построим отображение р:М-= 2, таков что р„1,=Р. №, 
иопользуя разрешение особенностей и отвинчивание. Предположим, 
что размерность носителя элемента By равна п. . Выберем В-подо- 
гванную триавгуляцяю Т полиэдра 2, и пусть симплициальная 
П-мерная цепь Z, задаетоя суммой воех П-мерных симплекоов A , 
на внутренностях которых В равно Т. Из локального условия Эй- 
лера для p- le F(Z pt) вытекает, что Z, являетоя циклом. 
Поэтому из теории кобордизмов оледует оущестрованяе многообра- 
зия_ М; и отображения 9,:M,—>suppZ, таких что Ga. (M,]=Z, 
(Tr. Следовательно, размерность носителя функции . 


P~ Qne ty, 
ив больше п-|. Теперь повторно применяем эту процедуру. 


ЗАМЕЧАНИЕ. Любая диаграмма (*) задает (2(%) пооредотвом 
соотношений (#*) и (+++). Значит, это в некотором OMHOAS 
построение (>. Но таких диаграмм много, и нужно показать, что 
Boe они дают согласованные значения для ()(0). Вместо того 
ч20бы проверять это непооредотвенно, мы строям W в $ 6.5 при 
помощи некоторой более канонической процедуры. 


Pd Lf ED) ИЯ 


В этом параграфе мы завериим доказательство теоремы GA - 
докажем существование преобразования прямым комбинаторным по- 
строением "цикла", представляющего 6%; (0) ‚ где 4); (м) — компонвя- 
sa клаоса и) из НК X-~Y) . моделью для данного поотрое- 
HAA служит комбинаторная формула для обычаых классов Уитни 
[Whit , Ch , НЕ]. прежде soero надо нооледовать, какие 
"циклы" могут представлять бивариантные гомологические кладсы. 
Это проделывавтоя в и. 6.5.1. 


6,5.1. Поевхоглацкие морфизмы, В этом пункте мы определим клаоо 
канонически ориентированных отображений, называемых поевдоглад- 
кими морфизмами. Этот класс содержит гладкие отображения. Про- 
отранотва, для которых отображение в точку является поевдоглад- 
ким морфизмом , называются поевдомногообразиями - это самый общий 
класс естественно Н-ориентированных пространств. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Пространство Х незывается mod 2-псевдомногообрезием. 
размерности i, если для некоторой (a следовательно, и любой) 
триангуляции 
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1) Boe сималеконы разбиения полиэдра x имеют размерность 
<i; 

2) каждый ({-Т)-симплеко являвтся гранью ч yerHoro чиола 
{-мерных симплексов. 

Следующий классический факт легко проверже, напримар. ио- 
пользуя оимплициальные гомологии. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 6D. Поевдомногообразие Х размерности & имеет 
oe ориентацию [X]eH,(X). ограничение которей на 
APG ‚ХУр)дает ненулевой элемент для воех peX, 
rg чо H,(X,X\{pp#{0}. 

Eoaw отображение  Ё:Х-—\У допускает триангуляцию, то 
относительной размерностью оимплекоа A в Х назовем разность 
А- 4“ КА), т.в. размерность общих слоев отображения 

A— f(A). м | 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Отображение  #:Х-=\ ‘называется .(mod 2) i- 


ee f° (у являвтоя {-мераым поевломногообразием для воех 
вуз; 

2) для некоторой (a вледовательно , и любой) триангуляции’ 
отображения Ё и воех симплекоов A относительной разморнойти & 
разбиения полиэдра Х выполняетоя при ниже локальное уд- 
ловие четности. 


Локальное условие четности на A. Для воех оимплекосв A’ 
из Y, оодержащих КА). зиоло онмплекоов из Х’ относительной 
размерности i, оодеркацих A и отобравающихоя на a ; нечетно. 

Например, отображение, предотавленное на рио.1; при огра- 
ничении ва двумерный остов области определения дает поездоглад- 
кое отображение . 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ GE. Воякое поевлогладкое отобракание #: XY 
имеет единственную оризнтацию [#] ‚ ограничение которой на 
ox08 y & У с помощью раословнного квадрата 


ех 


у —у 


воть [fF (y)]. 
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ПРЕДЛОЖЕНИЕ 6Р. Ориентация [#), описанная в предложении 
68; ETQA нической ориентацией, 7.6, 


1) eoxw BK тативном треугольнике 


/\. 


Eo 


£ воть С поевдогладкий морфизи, а 9 воть {-поовдогладкий мор- 
физм, то 0°Т воть (#+{)-поевдогладлкий морфивы и [9°{}[#].[9]; 
2) воли в раволовнном квадрате 


Ё——х 


£ является {-поовдогхадким морфизмом, so f' - такке &-поевдо- 
Еледкий морбизм н 9*(#]=[#']. 

Хоказательство предложения 6 мы проведем ивдукцией по 
числу опмплекоов A разбиения полиэдра У, добавляя скмплекоы 
B порядке возраотания размерностей. Пусть теорема уже доказана 
для отображения vt? )~> У’. Чкобь доказать ев для отобраке- 
вая #1 (У 'y A)~Ys воспользуемся точной пооледовательноотью 
Майера - Breropmoa 


Veet ovina) + ¥'na) = 0 
wide} wa) — Y'us) 


Ни) у ФН) a) 


ет (vtnay — ina) 
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и vol Bea idol вложение точки во внутренность omel- 


H(#4(0) A) Se HE) Ep) 


являетоя изоморфизмыом. Условие локельной чётности ив крэе симп- 
лекса A эквивалентно тому, что образы классов - 


СЕОУ, 94° 


в НЕ Уп 4)-=У'ПА) одиваковы. 


Для доказательства предложения 6F заметим, что клаоо 

[ х—] можно охарактеризовать так: каково бы ни быхо 
Y'c У , каво (X—~Y] огреничиваетоя до класса я 
[Х’—-У'] , где Х’- множевтво точек, таких что {| Х-Х - 
гладхое отображение, размерность слоя которого равна i. (Orme- 
THM, что введенное здесь ограничение He являетоя бивариавтным 
обратным образом!) Поэтому каноничность поевдогладкях морфиз- 
MOB аледуехт из каноничности гладких отображений. 
6.5.2. Пеезд 8 ажение в авляющ 809 
Предположим, что задапы произвольное отобракеняе #:Х —\ 
и произвольное < < F(f) Построим {-поевдогладкое отобравение 
£,:X,(2) — У одедующим образом. Выберем триангуляции T x 
полиедров Х и У так, чтобы тризнгуляция Т была “-подогнана, а 
£ бъяо симплициальным. Обозначим через Хех объединение 
воех оимплекоов A барицентрического подразделения `Т’ разбив - 
вия. Т, для которых : 


1) функция of равна { на внутренности A; 
2) A имеет относительную размерность с: 


Рио. 2 иллюстрирует построение XD) для расслоения над окрух- 
ROOTED, задаваемого “бутылкой Клейна”. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 6G. Пусть &:Х, (9) —У - onmcannoe выше or- 
раничение ‘отображения #. Тогда f, яваяетоя 4-поевдогладкиы 
морфизмом. ` 


Этот результат выводится HS локального условия Эйлера отан- 
дартным комбинаторным расоуждением . 
1 
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2222.22 
25.2525 
РРР 


Рас. 2 


ТЕОРЕМА 68. = Ww (4) =9.„([#]) , где 


(а) —=— x 


a 
ff) Ма + 
у 
Иначе говоря, w 24 озлетворязт услов ы в. 


ЗАМЕЧАНИЕ. Убедиться в независимости клао00в 9-2] or 
выбора триангуляций Т и T можно, расомотрев эти триангуляции 
на концах цилиндров Xx[0, 1] и Yx[0, 1] и поотроив ооответ 
отвующие триангуляции для отображения fx id: Хх [0,1] — Ух 
[0,1] , продолкающие триангуляции на концах цилиндров. 

Доказательство теоремы 6В. Выполнение условия нормировки 
Ha многообразиях из творемы GA для конотрукции теоремы GB дока- 
зано в [ НТ]. Мы опускаем проверку того, что построенное w 
сохраняет произведения, прямые образы и обратные образы. Отме- 
тим только, что это выполняется даже на уровне цепей. Например, 
в формуле | 


(49) = Zan olf): i (9) 
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сумма ооответотвует разложению симплекоов относительной размер 
ности п, на которых fog равно 1, по онмлекоам, соответствующим 
£, меньшей относительной размерности, Этот факт интересен, по- 
окольку в комбинаторном доказательстве двойственности Уитик для 
Х-произведений, данном в [НТ,], используются оложные гомоло- 
rm. (0 двойотвенности Уитни для циклов в другом контекоте см. 


(BM}) 


$ 6.6. Приложения (комбинаторная формула для клаова 
Уиени векторно, оения, т 


6,6.1. Комбинаторная формула для класса Уитни векторного. 
олоения. Пуоть Х и У - многообразия размерностей пир 0007- 
ветотвенно и #:Х-У - гладкое отображение (ом. п. 6.3.1). 
Классический {-й класс Уитни w'(TF) касательного расслоения 
к слоям лекит в группе когомологий но а поэтому двойотвен- 
ный по Пуанкаре классе Dw (TF) лекиг в Н (X) . Нам хотелось 
бы найти явное выражение для этого класса как симплициального. 
цикла. 

Выберем такие триангуляции T к Т полиадров X x Y, что- 
бы отображение f было симпляциальным, и пусть Т’к Т’- бора 
сованные барицентрические подразделения. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ GH. Класс гомологий Dw'(I'F) задавтоя сумной 
всех (п-Ю-мерных симплекоов разбиения т ‚ которые провктиру- 
ются на р-мерные стмплекоы разбиения T’. 

Это немедленно следует из предложения GA и творемы GB. 

Bans в качестве X проотранство векторного расслоения Е 
над У, получим формулу для двойотвенных классов Уитни расолое- 
ния Е ue в групие Н, (У), а в изоморфной rpynne Н,(Х) (и ге 
и другие - гомологии с замкнутыми носителями). Ira ситуация 
напоминает ситуацию, возникщую в работе [Мас], где аналогич- 


ная комбинаторная формула была доказана для утолщения яоходного 
пространства. 


6.6.2Транофер. Расомотрим расслоение Ё:Х-—У , слоем ко- 
торого алужи" тоб2-эйлерово проотранотво. Тогда Ww, ( 1 e) яв- 
AAOTOR его канонической ориентацией. Можно прове рить, чо 0007- 
ветствующие отображения Гизина оказываются обычными траноферами 
в mod2-romonormax. (В терминах гл. 5 это транофары, соответ- 
стнующие тождественному отображению Х в себя.) Поскольку w, (1 й, 
является канонической орхентацией для любого эйлерова orodpaxe~ 
и. 
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вия f , получается обобщение транофера на случай эйлеровых 0т06- 
ражений. Таков обобщение дейотвительно дает новые траноферы, на- 
пример потому, что эйлеровы отображения часто He являются мор-- 
‚физмами Дольда (ом. § 5.3). 

Этот транофер имеет аналог в целочволенных гомологиях; для 
его построения надо ввести целочисленный аналог локального уоло- 
вия Эйлера. Нам, однако, неизвестно, имеется AN такой аналог в 
обобщенных теориях когомологий. | 


Глава 7 
ДВОЙСТВЕННОСТЬ ГРОТЕНДИКА И ПРОИЗВОДНЫЕ ФУНКТОРУ 


Двойственность Серра - Гротендика для когерентных ‘пучков 
вотеотвенно интерпретировать как преобразование Гротендика би- 
вариантных теорий ($ 7.1). Эта новая точка зрения наводит на 
мыоль о связи двойотвенности с теоремой Римана - Poxa. Получае- 
wan в $ 7.2 формула обобщает хорошо известную формулу 


ZL (-1)'dim XG) = CP атн, < 


ва многообразия. с особенностями и классы высших размеряостей. 

Применение двойственности Вердье позволяет получить еще 
одну бирариантную reopm гомологий Н в топологии ($ 7.3), ко- 
торая более удобна для выделения сильно оркентируемых отобража- 
ний. Аналогичный язык приводит к построению бивариантной теории 
в алгебраической геометрии, ассоциированные с которой контрава- 
риантная и ковариантная твории язляютоя этальньми хогомологиями 
и гомологиями ($ 7.4). 


$ 7.1. Двойотвеннооть Гротендика 
7.1.1. Для простоты мы ограничимся категорией квазипровкт ивных 
схем над полем; по-видимому, BOS никеизложенное обобщается на 
категорию конечномерных нётеровых схем в морфизмамя локально 


86 "Часть I, Бивариаитные теории 


конечного Tama (см. приложение Делиня к.[На,]} ). Ограниченными 
морфизмами в этой категории будем очитать. соботвенные морфизмыы, 


а независимыми квадратами 
. ' 
х— ох 


"| : (2) 


у Y 
* 
пусть будут Тор-незавиоимне расолоеннье квадраты (Теги (6, 
@,} -0 для ё>0). 
Kaxnomy морбизму £:X--Y оспоотавим 


K(X*Y) 


- проиеводную (тривигулированную) категорию #-оовершенных KOMI 
лексов на Х. Объектами этой категории являотоя {ф-оовершенные 
комплекон пучков модулей, которые обоукдаются в $ 2.1 aU, 
RO морфизмы локализованы так, чтобы любой квазиизоморфизм комп- 
яекаов был изоморфизмом в производной категории (ом. [ЗСА-6, 
pa. ПЛ. $ 4.2], где эта категория обозначена через (нк, 
а также [На,] ). Boe конструкции, проведенные в $ 1.1 ч. Ц для 
К, в действительности определены на К, превращают К. в би- 
варйантную теорию (co значениями в некоторой нвабелевой катего- 
рии} и дают каноническое преобразование Гротендика из К в : 


7.1.2, Имеется “наивная” двойственность векторных. раослоений , 
оопоставляющая векторному расслоению Е двойственное рааслоенив 
Е’. Поскольку расолоению E. соответотвует элемент из 

K(X dX) » естественно попытаться найти преобразование 


Гротендика 
.р:кК—-К, 


продолвающее эту двойотвенность для расоловний. Пусть дан мор- 
gwen Ё:Х--У . для любого #-совервенкоро комплекса 54° на Х 


положим й Е 
D(a’) =D, (a) =RHom (4',#'4,). (3) 
Sxeob f! обозначает подкрученный функтор взятия обратного 06- 


раза из производной категории ограниченных снизу KOMIAGKGOB 
Д-модулей в производную категорию ограниченных снизу комплек-. 
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вов (модулей, построенный Гротендиком, XaproxopHom и Делинем 
[На]. Более точно, разложим # в композицию замкнутого вложе- 
вия i:X—~P и гладкого морфизма  р:Р-=\У  отновительной 
размерности п. Обозначим через  инъективную резольвенту пуч- 
ха р, относительных п-форы. Тогда пучок идеалов схемы Х 
аннулирует комплеко Нот Я”, /") na P, и, оледовательно, 
этот комплека определяет некоторый комплеко -модулей, обозна- 
чаемый через Hom, (',J°)~ . Этот пооледний комилеко 0 точно- 
стью до одвига градуировки на TL единиц влево предотавляет 
р ЕЯ” ‚ т.е, | 
С . n ~ 
_ 2, (4) =RHom (A, QP [1] )”. (4) 
Согласованность приведенных двух определений вытекает из о00т- 
вошений f'6=i'p'O, , р'0,= Я, [п] и womop- 
физма двойственности для замкнутых вложений ( [Ha, о. 4173] ). 
Отметим, что для токдественного морфизма Ё охемы “X в ов- 
бя £'O,= 0%, и воли & — ограниченный комплеко локально- 
свободных пучков на Х, то Ш(&’)воть двойственный комплеко 
&"- Hom, (8,0). a 
7.1.3, ПРЕДЛОЖЕНИЕ. Еоли A является #-совершенным комплекоом, 


го комплеко Т,(Я`) также #-совершенен, а индуцированное преоб- 
разование 


р D:K—K 

являетоя преобразованием Гротенцика бивариантных ‘теорий. Кроме 
лого, DeD - токдеотвенное преобразование, : 

Доказательство, Ё-совершенность комплекса D,(a°) ц равен- 
тво 1,0, (Я') = A’ доказаны в [SGA~6, о. 258 - 259]. Пусть 
+:Х- - соботвенный морфизм, а 9: YZ - произвольный 
морфизы. Тогда перестановочность D в прямыми образами эквива- 
лентна изоморфизму двойственности 


АЕ. Нот, (', £1)) = ВНот. (84,9) (5) 
(На, д. 210] ) для комплекса JO = 9'0, . Доказательство 


перестановочности D oo взятием обратных образов и произведе- 
вий мн опустим; используемые при этом методы аналогичиы мето- 
дам работы {Ha} т 


7.1.4. ЗАМЕЧАНИЯ. Хотя сформулированное утверждение не содер- 
жит изоморЪизмы двойственности (5) в полном объеме, оно включает 
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в овбя обычаую двойственность Серра - Гротендика. Kona f oro- 
бражает Х в точку, 10 =D, (0) = #'(К)-шх — является дуа- 
аизирующим комплекоом на ра Beam схема Х проективна, то пере- 
отановочность D и f, оледует из ивоморфизма двойственности 


ЕГ(Х, 4°)” = RHom (4, wy). (6) 


Если Х - схема Коэна - Маколея ‘размерности nN, то = Wy {n] 
для пучка ©), на Х, и, переходя в (6) к гомологиям, получаем 
xnolloreanoots Гротендика 


НАХ, я) = в) о () 


для ногеревтного пучка A на Х. Если пучок A локально-свободен, 
to в правой чаоти равенства (7) отоит груша Н“”`(Х,Я %@W,), 
а воли охема X Heocoda, ro WwW, = Я хи мы возврацаемоя к 
двойственности Серра. 

Перестановочность D oo взятием обратных образов озяачает, 
в частности, чо П,,(0,,)*149’”0,(6,) для `Тог-независимых 
квадратов (2) (ор. [№ ь). Из  переотавовочности D с произве- 
дениями RAK диаграмм Y-~ pt вытекает, что Ww, = 
DO, „} ® Lft* wy ; в чаотнооти, дуализирующим комплексом 
декартова произведения является тензорное произведение дуализи- 
рующих комплекоов сомножителей. 


7.2. Двойотвенность и ‘ла Римана - Роха 

7.2.4. Пусть fit (xv) =H? (xy) eQ - четная часть бива- 
рвантной теория сингулярных гомологий с рациональными ко. it 
ентами. Рассмотрим преобразование Гротендика D:H — в 
действующее на группах как умножение на (-1)*. 

Пусть ях : К —Н - преобразование Гротендика, описан- 
вое Hime в ч. Il, Точнзе, < являетоя композицией каноняческого 
преобразования К — Kary с введеняым там преобразованием 


2.2.2, ПРЕДЕОЖЕНИЕ . Диаграмма преобразованяй 


«— 


(8) 


Г 
э 


| 
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Доказательство. Обычным способом дело оводитоя к расомотре- 
amp замкнутых вложений f:X —\ ‚а для вложений коммутатир- 
хобть указанной диаграммы оледувт из двух проотых фактов: 

(1) Born A’ является *-оовершенным комплекосм на X, а 

- ограниченной локально-овободной резольвентой комплекса of’ 
ta Y, ro 8” будет резольвенхой комплекоа D, (x). 

(it) Еоли 6 - комплеко векторных расоловний нед Y , точ- 

ный вне Х, то 


ch, (8) = (ен (8) в НУ, У\Х; 9). | 


7.2.3, СЛЕДСТВИЕ. Для произвольного когерентного Я а 
эипроективной охеме праведливо равенотв 
x (RHom, (A,w;.)) = (-1) (Я) (9) 
в HA (X)eQ . В чвокнооти, для воякой П-мерной ахеми Коо- 
fa ~ Маколея X 
y(t) = (-t)" td (XD, (10) 


ге td, (X)=t,(O,) - гомологический класо Тодха oxeuy Х. 
7.2.4, ЗАМЕЧАНИЯ. I. Приведенные выше формулы со значевиями в - 
группе циклов по модулю рациональной эквивалентности оправед- 
ливы над произвольным основным полем (доказатальства Te ке). 

2. Так как функтор © пропускаетоя через четную часть 
топологической K-reopm (< = СА оо ), то должно существовать 


преобразование Гротендика р:К — ‚ дающее коммута- 
тивную диаграмму ve 
a > ch 
Ko “Ke 


top 


a 


Ke 


Я 
| (11) 
ch ~ 
H 
Кля отображения #:Х-—\У это преобразование задевтоя так; 
выберем поднятие # до отображения в YxC™ , при котором 
осуществляатся отождествление группы Kop ( x ~Y) с группой 
К’ (Ухб"УхС"\Х); тогда для любого комплекса & BORTOPAMK 
расолоений над YC", точного Bue X, D, [ 6) =(-1)"{6"). 
12 


Reop 
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7.3. Гомологии произ ных функторов 


7.3.1, Пусть @ - категория воех локельно-компактных пространотв 
с морфизмами конечной когомологической размерности (Ve,] . Boe 

особотвенные отображения будем считать ограниченными, а вое pao— 

оловниые квадраты - независимыми. Зафякоируем нётерово кольцо А 

5 обозначим через A, постоянный пучок A Ha пространстве X . 

Толоким 


НХ - у) = R‘Hom (RE, Ay АУ) 
= R' Ном (A,,f! Ay) 
ee — (12) 


Здесь в. обозначает прямой образ с компактным носителем (ив 
пучков А-модужей на Х в пучки А-модулей на Y ), Rf, - coor- 
ветотвующее отображение производных категорий, a f° - оопряжен- 


ный функтор (Уе;] . Для диаграмиы Xt» 2 2 произведение 
задаетоя композицией гомоморфизмов: 


* phom(RE,Ay Ay) @ Я Ноа (Ав, Ay A,) 
Rg, @ id 
Rivom(Ra, RE, ARE Ay) @ RHom(ReyAy Ap) 
композиция 


n*Jyom(Re RE A, Ay) 


Если f - aie re отображение, то f,= f, . Канонический 
изоморфизм “A, — A, сопряжен с гомоморфизмом 
Ay — К, А; = RE A, - Этот последний задает прямой обе 


раз 
— 


®‘ Hom (Rg, Rf, А»„,А„) — В" Ном(Вч, Ау, Az). 
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Аля произвольного рааслоенного квадрата 
+ 
хех 


г | f 


ой Y 


имевтся канонический изоморфизм замены базы [ Уе,] 
КЕ, (Ays) = К, (9"" А) 9” КЕ (Ах). 

Обратный образ задается композиций 

® Нот (Rf, A, ,А,) 2> R* Hom(g"R£,(Ay), 9” Ay ) | 


= Ri Ни А+. (А,),9* Ay) = RY Hom (RE! (А) ‚АЙ. 


Проверку аксиом бивариантной теорих предоставляем читателю. 


7.3.2, Путь #:Х —У - отображение локально-компахт-, 
ных пространотв. Pacomorpm #! Ay как комплеко инъективных 
пучков на Х. Поскольку 


H™"(x +) = R™Hom(A,,f/Ay) = R’Hom(A,{n],£°Ay), 
существует взаимно-однозначное соответствие между гомоморфизмами 
| Ain] —#' Ау комплекоов и элементами Tas Н"(х-Фу). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ. Отображение #:Х—\У допускает сильную 
ориентацию тогда и только тогда, когда комплек #'А, квази- 
изоморфен комплекоу Ах [п] ь 


умножение на С есть изоморфизы 
H*(W 2X) =Hi(W,h'A,)=HO"( wrt, [n]) 
вы HW, HE'A) =H “(WEty). aa) 


12° 
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Обратно, воли отображение (13) является изоморфизмом для ваех 
замкнутых подпространств М/ в X, то индуцироваяные гомоморфизмы 
локальных групи когомологий 


НА (ХА [я] 2 НУ (ХЕ Ау) 


Svay? изоморфиэмамя для воех W, 1 . Отоюда оледует, что Сс 
являетоя квазиизоморфизмом комилекоов. Это становитоя очевидным , 
если перейти к KOHYOY над C и заметить, что ацикличность комп- 
nexoa Е” na Х следует из обращения в нуль локальных групп ко- 
гомологий He (X,F") man воех ф к воех замкнутых подпроот- 
ранств W в xP 


7.3.3. СЛЕДСТВИЕ (изоморфизм Тома). Пусть p:E-~-Y - ориентя- 
ровавное К” -расолоение нах Y, 5:Х--Е - непрерывное отоб- 
ражение и Х"р›а. Тогда имеют место канонические изоморфизмы 


Hi(x-Ly) = Н"^ Е), (14) 


Доказательство, Ориентация на расоловнии Е зедает изомор- 
Guan комплехоа р’А, в комплекоом А ~{n] (op.[Iv] ). 


1.3.4. СЛЕДСТВИЕ. На подкатегории категории & , ооотоящей из 
простраяотв, допускающих вложение в эвклидово проотранотво, опре- 
доленная выше теория Н совпадает с построенной в гл. 3 топологи- 
36 a теорией. 

HAZATOAEC хо. Для воякого замкнутого вложения #:Х —\ 
‘qin 


R'Hom/(Ré,A, Ay) = К Нот (в, A, А) 


есть локальная группа когомологий пространства У в носителями 
ва Х, изоморфная Группе когомологий Чеха HY Y,Y\X;A). В 
общем олучае отображение f предотавлявтоя о мощью вложения 

в YR", и для завершения доказательства остается воопользо- 
ваться предложением 7.3.2 для тривиального векторного расолоения 


$ 7.4. Этальная теория 


7. 4.1. оковы целое положительное число П и положим A«Z/n. 
Для простсты”” возьмем в качестве нязлежащей категория 


1) Boe приводимые ниже конструкции обобщаются на произволь- 
RRO квазикозиактные квазиотдехимыс схемы, для которых элемент 
обратил, и произвольные компактизицируемие морфизмы . 
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ir) категорию квазяпроективных охем над алгебраическя замк- 
HYTHM полем, характериотика которого взаямно. проста сп . Orpa- 

ииченинми морфизмамя пуать будут соботвенные морфизмы, а незавя- 
симыми квадратами - расолоенные квадраты. Функторы к RE, 

озойотва которых аналогичны свойствам аналогичных функторов Rf, 

a КЕ! из $ 7.3, построены в [SGA~4, гл. хнхий, и можно, 

ках и раньше, полокить 


t i 
Ha (X 2-У) = В Нот (RE, ,A, A) НЧХ, АРА). (15) 
Произведения, прямые и обратные образы определяются так же, как 


ив § 7.3. 
7.4.2. ПРЕДЛОЖЕНИЕ (двойственность). Myorh 9:У—7 ‚- следкий 


морфизм относительной размерности 4. Тогда для воех морфизмов 
ЕЁ: Х—-У определены канонические изоморфизми 
Ha (XM 2) них +4); (16) 


здесь через (4) обозначено твизорнов произведение HA ped 
Где Py - группа корней п-й отепени из единицы. 

Доказательство. Это предложение, аналогично предложению 
из г. 7.3.2, устанавливаетоя о помощью каяонического изомор- 
физма 


Rg! A, = Ay (4)¢2d), 


доказанного в [SGA4, ra. MILI, п. 3.2.5]. 


7.4.3, Для четных групп мы можем “вотроить" в определения эталь- 
ных когомологий одвиг Тэйта. А именно, положим 


ri £ at é 
НХ У) - К Нот К, А’, А/Я). 


Получается коммутативная Феория Н, и теперь кажды” гладкий 
морфизы 9:У—7 относительной размерности di имеет 
сильную ориентацию в Aes 3-7) —. Изоморфизм двойствен- 
востя являвтоя обратным к умножению на элемент, задаваемый этой 
сильной ориентацией. 


7.4.4. Методы работы [ВЕ м] показывают, что морфязмы локаль- 
но-полного пересечения, #: Х —\ относительной размерности 4 
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комплеконых квазипроектявных многообразий имеют канонические 
opmentagan в Н ан (X Ei (см. ч. If}. Аналогично конот- 
рукция гомоморфизмов Гизина [DV, гл. YIII] в дейотвительно- 
OTH приводит к каноническим ориентациям в He (X fy). 
Проблема определения канонических ориентаций для более широкого 
класоа морфизмов обоуждаетоя ниже в $ 10.3. 


7.4.5. Когомологии де Рама и функторы гомологий, введенные Гро- 
зендиком и Харюхорном [ Но,] » по-видимому, объединяются в рам- 
ках бивариаятной теории H,, . Теория гомологий, предложенная 
Лабкином, предотавляетоя подходящим кандидатом для пост ровен ия 
р-едической бивариантной теория. . 


Глава 8 
ОПЕРАЦИОННЫЕ ТЕОРИИ 


Роли Т - бивариантная ‘теория, а с - вяемент группы 
т(х-© У} ‚ то для любого независимого квадрата 


х— Хх 


: t (1) 


YS 


элемент 9“(С) из тих’ у’) задает гомоморфизмы Гизина 
т — т, (Хх? | (2) 


ассоциированных кова риантных групп (см. $ 2.5). - 
В этой главе будет показано, как по произвольной ковариант- 


кабором гомоморфизмов (2). Это построение может оказаться полез+ 
ным, если некая конструкция ковариантных групп не допуокает 
аналогячного обобщения до конструкции бивариантных групи. В 
следующей главе мы применим это построение к теории рациональ- 
HOM эквивалентчости в алгебраической геометрии, где имеется про- 
0т06 геометрическое описание ковариантных групи как групп цик- 
лов по модулю рациональной эквивалентности» 

8.0.1. Пусть категоряя & допускает расолоенные произведения . 
Предлолоким также, что в @ выделен класс морфизмов, называе- 
мых ограниченными, замкнутый относительно взятия композиция, 
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содержащий BOS тождественные морфизмы и аамкнутый относительно 
замены базы: для любого расолоенного в (1) из ограничен- 
мости # оледует ограниченность #’ 

т, A `‘оопоотавляющий каждому объекту Х категории @ градуиро- 
ванную абелезу группу Т,(Х) и какдому ограниченному морфизму 
$; ХУ категория & = бункторвальные гомоморфизмы 


f,:T; (X) — т, (У). (3) 


Воякая твория гомологий T. на категории @ задает опе- 
рационную бивариантную теорию 6. Низлезащей категорией теория 
Coxyxur категория & , в которой вое расслоение квадраты очя- 
теютоя ивзавиоимыми. Элементом с из С“(Х У) яваяетоя, по 
определению, набор гомоморфизмов 


| с, : Tye(Y’) Tye (X’) 4) 
для вех ke Z и воех 9: У'--У . где XY YX - 


разоловннов произведение. Требуется, чтобы эти гомоморфизмы 
были осогласоранными, т.е, если 


х— x’ pees! coed Xx 


* J В (5) 


т 


- диаграмма раослоениых произведений, а Й - ограниченный мор- 
физы, зо диаграммы 


с. 
т a) Sees eae т, (к 


. 6 
ы hi, | (6) 
Ty) — Ty) 


Дольнн быть коммутативными. 
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Произведение В [6 определяется с помощью композиция: воли 
сеС(ХЕУТ), 4еСКУ-2), 20 


(са) = с, Ч, (7) 


где Y'=Z'x,Y . рамой образ Ё, из С“ ‘(x#2z)» С Чу 2-2) 
для ограниченного морфизма Ё:Х —\У задается формулой 


$ (с), = еси (8) 


здесь Cy, преобразует Т, (2) в Т,. 2 xX) , a f = 
Rida pase eoe orodpaxeume из Ty u(Z*,K) в Ty (2 =e 
индуцированное морфизмм f‘« id „х if 


Обратный образ g* из ca (Xx -~-Y) в сх! fy) для 
‚раосслоенного квадрата (1) определяется формулой 


9 (<) ad су» 


для любого морфизма У” —=\'. Проверка аконом бивариантной 
теории не вызывает затруднений. 


8.0.2. Е что в & вмветоя финальный объект pl , 
а также что в Т, (pt) выделен элемент 1. Тогда с бива маненоЕ 
теорией С аосоциированы ковариантные группы С;(Х) = х— pt), 
а формула с Coe (1) определяет гомоморфизмы 
их) — ТИХ, 

которые задают естественное преобразование теорий гомологий 
C,—~T, . Операционная теория С - самая грубая из бивариаит- 
ных теорий, которые можно связать о Т, , в следующем омноле: 
если для С теории F на & имеются гомоморфизмы 

из F,(X)=F"'(X—-pt)s T,(X) , ковариантные относительно 
Ре: морфизмов и преобразующие fe Е'(рё)= F,(pt) 
B T, (pt ‚ то существует единственное преобразование 
Е —-С сивариантных теорий, такое что компози- 
ции ассоциированных гомоморфизмов РЁ, (Х) — С,(Х) с гомойор- 
физмами (10) совпадают с заданными гомоморфизмами из Е( (Х) в 
ТИХ). 
8.0.3. Предположим, что задан набор $ из элементов некоторых 
тру C4(X-—-Y) . Можно определить биваривнтную теорию Cy 
потребовав, чтобы элементы из коммутировали с элементами 


из of. По определению, элемент “c яз @*(Х У) принадлежит 
13 : 
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ay (X—Y) ‚ если для любой диаграммы 


x" ————> x’ ———> x 


ууу 


2 ——_—> 7' 


h 


(1) 


раослоенных квадратов и любого элемента < из С*( 21-2) у 


принадлекащего of , диаграмма 


cy 


т 7, (8) 


dys 4. 


У x 


al и 
Ty ft ee Ty } 


(12) 


коммутативна для всех К. Поскольку это условие сохраняется при 
взятии произведений, прямых образов и обратных образов, мное- 
ства с, составляют бивариантную теорию. Элементы из of всегда 
определяют элементы ‘из Cy ‚ воли OHM коммутируют между ообой. 


Глава 9 


РАЦИОНАЛЬНАЯ ЭКВИВАЛЕНТНОСТЬ 
И ФОРМУЛЫ ПЕРЕСЕЧЕНИЯ 


$ 9.1. Операционная теория 
рациональной эквивалентности 
$ 9.2. Формулы пересечения 


С недавних пор наблюдается возрождение интереса к теории 
пересечений на многообразиях с особеняостями, прежде воего в’ 
связи с формулами кратной точки и другими проблемами вычиоли- 
тельной геометрии (см. [Ke] в [FM,]), а также в овязи с изу- 
чением характериотических клаосов на многообразиях a особенно- 
стями (ом., например, [BFM,] и [LT]). Деже воли основным 
‘предметом изучения являются неособые многообразия, и тогда тре- 
буется теофия пересечений HS особых многообрезиях, например воз- 
никающих из схем двойных точек. 

Наша непосредотвенная цель - показать, что бивариантные 
теории доставляют естественную область для формул перзоечения. 
Преимущества бивариантного языка очевидин даже в нвособом охлу- 
uae. К примеру, расомотрим расослоенный квадрат из неособых комп- 
лексных многообразий 


С 
хх 


f' + 
у" ———>1 


7 

в котором Е, #’- замкнутые вложения коразмерностей 4, A . 

Пусть Е= М9 Ne ~ факторраселоение состветотвующих нор- 

мальных расслоений и е=4-4’. Тогда справедлива хорошо изввот- 
13* 


100 Часть Г. Биварнантные reopen 


ная формула 
g*f,(a) = Е, (с. (Е)-3'*@)), (t) 


где aeH “(х)- H,(X); при Y'=X это ооотношение превраца- 
атоя в формулу самопересеченяя, а если \У’ является раздутием 
У вдоль X , то 8 формулу ars fa Ho отображение f задает 
класс [f] из be (Y, Y.Y\X)=H(x У), и аналогично задается 
клаве [Ё]еН 0% Ae Формула (1) является формальным 
оледствием следующей корректной аш связывающей эти два 
класса ориентаций: 

9*[ #] -с (Е)-[+'] 
в н&(х' —Y'). Эта же пы справедлива, когла Ри f |. 
являются всего лишь морфизмами локально-полных пересечений (ом. 
п. 9.2.2). Выразить формулу (2) привлечения без бивариантного 
языка по ‘nit мере «затруднительно, поскольку в ней пе ремно- 
каютоя с.(Е)е Н*(Х' ax" a [Ё'] из НАХ’). 

В алгебраической геометрии алгебраические циклы по модулю 
рациональной эквивалентности задают теорию гомологий, ковариант- 
ную относятельно соботвенных отображений [ Fu,] . В этой главе 
мы отроим соответотвующую операционную теорию, основываясь на 
описанной в гл. 8 процедуре. Хотя это означает, что конечные 
результаты являются уравнениями в группах гомологий циклов по 
модулю рациональной эквивалентности, в операционной теории до- 
пускаются вое формальные манипуляции с классами Чженя, произве- 
девиями, обратными образами и т.д., которые имели бы место и в 
более изотренной бивариантной теории (см. § 10.11); это и всть 
te "гомологические" уравнения, которые необходимы для применения 
твории первовчений.. В одной формуле на бивариантном языке содер- 
китоя целый ряд формул в гомологиях (om. $ 9.2); предлагаемый 
подход позволяет усилить и объединить ранее полученные анало- 
гичные результаты ([Lok, FL ,FM,] ). 

Отметим, что наши результаты имеют значительное перекрытие 
с результатами С. Клеймэна. Он также доказал ряд формул избытка 
пересечения и остаточного члена пересечения, причем зачастую его 
доказательства аналогичны нашим. Особенно полезное влияние ока- 
зала на нас его твердая уверенвость в существовании обобщающей 
формулировки воего многообразия формул пересечения. 

Поскольку нашей целью является иллюстрация преимуществ би- 
варкантного языка для задач теории пересечений, доказательства 
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приводятся только тогда, когда они в идейном плане эначительно 
отличаются от имеющихся в литературе ([ЕРМ,] , [DV, ra. Ц], 
[Lak]). Необходимые обоснования, а также полные доказатель- 
ства и обобщения этих результахов будут даны в [Ри,] . 


$ 9.1. Операционная теория рациональной эквивалентности 


9.1.1. Для простоты изложения в качестве низлежащей категории 
возьмем категорию квазипроективных схем над полем1), Ограничен- 
ными морфизмами пусть будут собатвенные морфизмы, а незавия имы- 
ми квадратами - раоолоенниые квадраты. Группа &-циклов по модулю 
рациональной эквивалентности на Х обозначается через Арх. 
Эти групин ковариантны относительно собственных морфизмов 

( [Fu § 1]). Поэтому процедура яз гл. 8 приводит к операцион- 
ной теории а. Чтобы уменьшить 66 до более приемлемых размеров, 
рассмотрим набор & , состоящий из элементов трех хипов: 


(t) воякий плоский морфизм {:Х—У относительной размер- 
ности П определяет элемент из (`"(ХЯ-\У), который мы обо- 
звачим через [#]. Для любого расоловнного квадрата 


ОЕ СН x 
2 f (3) 


у' 


У 


томоморфизм 
[8] ARYA gx" 


являвтся плоским обратным образом #'* (om. Ги, ‚$ 1.6]): 

для каждого подмногообразия V's Y’ имеем f'*(V'J=(f'(V)], 
(it) Boaxoe регулярное вложение (локально-полное пересече- 

ние) Ё:Х — У коразмерности Ч определяет элемент из 

С4(Х —У), также обозначаемый через [#]. Для произвольное 


1) Oo льтатов справедлива 
HOBHAA чаоть излагаемых ниже разу 

в гораздо большей общности, например в категории Ноа NBEnE 
цепных нётвровых схем и морфизмов конечного типа, при уоло bs, 
что соответствующие отображения разлагаются в композицию BACK 
ния и гладкого отображения (ом. [ЕМ,], [Ри:] ). Как полагает 
Клеймэн, важная категория квазипроективных схем дедекяндо- 
вой областью тоже обладает всеми нужными здесь овойствами, 
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диаграммы (3) гомоморфизм 
(fl, : AY — Ака x’ 


преобразует цикл [V"], где V’ - Емерное подмногообразие в 
У’, в цикл пересечения У У , построенный в [FM, $8). 
(Воли У'и \ имеют соботвенное первовчение, то Ух воть 
цикл пересечения, определенный Серром [Se] ; в общем олучае 
используется деформация к нормальному Kony oy. ) 

(tii) Для векторного расоловния E xan ахемой У определе- 
ны классы Чшеня, обозначаемые через с. (Е) ‚в С*(\=^У ). 
Для любого морфизма 9: Y+Y гомоморфязм 


<, (Е): АК Ag У 


преобразует класс а в /^\-произведение ¢,(g"E) a . (Для 
квазипроективных схем /—\-произведение о классами Чженя опре- 
делено, например, в [Ри] $ для общего олучая оно определено в 


[Fu,].) 


коммутируют Mexny собой (om. [DV , ra. 1x], [Fu] ) и потому 
определяют элементы из бивариантных групп, которые будут обозна- 
чатьоя теми же символами, что ив (i) - (itt). 


9.1.2. Boxes общо, любой морфизм локально-полного пересечения 
(л.п.п.) #:Х-У коразмерности d задает класо [#] в 

АЗ (Х—У) . Поокольку f можно представить как композицию 
регулярного вложения &:Х—Р коразмерности е и гладкого 
морфизма р:Р—\У относительной размерности е-@ , то, 
corzacHo (ti) и (i) соответственно, определены класоы [#]< 
Ае(Х \-Р) — и [р] АЗ"(Р SY) . Половии [#] = 
[:1-[Р] . Доказательство независимости от выбора разложения, 
а также того, что эти классы [+] являются каноничеокими ориен- 
зациями для морфизмов л.п.п. (в смныоле $ 2.6), проводится, как 
у Вещье [DV, гл. 1X] ; согласованность определенных в (i ) 
и (tt) клавоов [#] для плоских морфизмов л.п.п. локазана в 


(DV. п. 1.5.8]. 

ЗАМЕЧАНИЕ. Важной геометрической конструкцией, позволяютей 
эффективно использовать теорию пересечений, является леформация 
к нормальному конуоу (ом. LFM,] ‚ (FM,]). Построение rpabma 
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( [ВРМ] , [ЕМ,] ), частным случаем которого являетоя эта кон- 
струкция, также приводит к классам из А (Х—У) для комп- 
ASKOOB векторных расоловний над \’, точных вне Х. Эти обобще- 
НИЯ здесь не обоукдаются. 

9.1.3. Следующее предложение показывает, что введенные опера- 
ционные группы не так ук чрезмерно велики, как может показаться 
на первый взгляд. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 1) Для любой схемы Х канонические гомоморфиз- 
АХ) А.Х 


ABIANTOA изоморфизками . 


2) Ели Ё:Хх— - гладкий морфизы относительной 
размерности nN, то клаос [f] является сильной ориентацией, т.е. 
для воех 9:\/-Х гомоморфизмы 


A‘(W 2-Х) -CEL АС" (м fy) 


буть ом измы , 


МЫ 


СЛЕДСТВИЕ (двойственность Пуанкаре). Воли охема X неоооба 
и_лмеет чиотую размерность 11, то гомоморфизмы 


АХ ODD A,X 


ЯВЛЯЮТСЯ A30MO змами. 


Надросок доказательства, Отображение в Т) преобразует с 
из A‘ (X—~pt) в cy ([pt]) из A,X . Обратный гомоморфизм 


преобразует элемент а из A;X в набор гомоморфизмов 6++a~6 
из ALY’ в Ак (ХХУ') , где ax6 - внешнее произведение 
([Ри,, § 4.3] ). Проверку того, что дя сеА“(Х pl) 
выполняется равенство Cy, (6) = cy, (Cpt]) « 6, можно свести 
к случаю 6-[\’] , гще У’ - нвприводимое многообразие 
(ибо С коммутирует со взятивм прямого образа); тогда 

У’ — pt ~ плоский морфивм, 6 =9”[рё] , и нужное 
нам равенство оледует из перестановочности C во взятием плос- 
кого обратного образа. 

Обратный гомом орфизм 


L: А" ( М 22. y)—~A'(W2-x) 
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в 2) определяетая оледующям образом. Myots ceA'"(fg) ‚а 
h:X'—»X = произвольный морфиам. График y : X~X'x/X 
осуществляет регулярное вложение коразмерности п. Тогда Cy, 
преобразует A,X’ в Ay iin (Х'х, М) км AV ecw 
преобразует  Agian(X'x~W) в Agig (XW). ре делим 
L(c),, как композицию [у] хм *Сх, + To что эти два гомомор- 
физма взаимно обратны, оледует Ha перестановочности элементов 

из А о операциями типа (it ). 


ЗАМЕЧАНИЕ. Это предложение - в стиле подхода Манина к изу- 
ЧеНиЮ COOTBETOTB AL И МОТИВОВ [Man]. Манин определяет соответ- 
отвия Meaty Х и \ как гомоморфизмы из А, (УхУ) в A,(XxV) 
для вовх У, В случае особых многообразий важно, что наши клас- 
сы действуют на воех морфизмах охем BY , но не просто как про- 
изведения. В бивариантной теории можно такке доказать и другие 
формулы “мотивов” для проективных раословний, моноящальных пре- 
образований и ?.д. Поэтому можно надеяться, что бивариантная 
теория окажется полезной для обобщения теории мотивов на особые 
многообразия. 


9.1.4. ОБОЗНАЧЕНИЯ. Гокоморфизмы Гизина, заданные канонической 
ориентацией [f] морфизма л.п.п. #:Х — У , будем, как ив 
$ 2.5, обозначать через 


£1: ALY— Ay aX 


Е : АЕХ—= Aktdy 


(воли морфизм # - соботвенный). 


$ 9.2. Формулы пересечения 
9.2.1. Формула избытка пересечения. Пусть 


g' 


y—————— x 
£ f 


У 
у 8 


ы 7 РИ > 
- расолоенный квадрат, в котором Ри Е, - морфизмы локально 
полных пересечений коразме рностей dud’. Пусть, далее, Е - 
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векторное расоловние ранга @ над Х’, построенное оледующим 
образом: разлоким # в композицию регулярного вложения i: 

Х —-Р и гладкого морфизма р: P—-Y ; тогда £" разлага- 
етоя в композицию p’ot’, где i’: 1X—eP xy Y', p's Px Y/Y 

и нормальное расслоение №, x &’ является подрадолоенивм рао- 
олоения g'* №; ; расолоение Е - это факторрасоловнив 9" “МИМ№. 
(Можно проверить, что E не зависит от выбора указанного разло- 
кения. ) 


7 
ПРЕДЛОЖЕНИЕ. g*[f]=c,(E)-[f'] в А4(Х' —У). 
Доказательство. Как и выше, дело оводитоя к олучаю, когда 
‘£ является замкнутьм вложением, а в этом случае наш результат 
вытекает из формулы для локализованных классов перваечений, при- 
веденной в [FM,, предл. 3.3]. 


Отоюда вытекает оледующее обобщение результатов работы 
[ЕМ,] ва обобые многообразия. 


СЛЕДСТВИЕ. В условиях предыдущего предложения: 
1) воли сеА, У’, ад - собственное отображение, TO 


fg, (а) = 9. (6. (В) а) 
в Аь-аХ; 
2) воли 6 «АХ, a f - ооботвенное отображение, то. 
94 (68) = (9'*(6)+¢,(E)) 
B Atrty!, 
Доказательдтво., Для доказательства утверждения I) воополь- 
SYOMOA свойством естественности: 


(f]- *9.(0) = 9. (g*([#))-a)=9/ (¢(E)-[£']-a). 


Утверждение 2) устанавливается так: 


g*f, (8-[Е1) = £, 9"(6-C#]) 
= #.9*6)-4 1) = £'(g'*(6)-<,(6)-CE1)- 


ЗАМЕЧАНИЕ. Подобным образом можно получить и другие форму- 
лы. Например, пусть Q являетоя морфизмом л.п.п. (или плоским 
морфизмом ), либо же схема Y неособа, и Boe схемы. имеют чистую 

14 
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размерность. Тогда, 7 
1) если 6=А*Х , a # - соботвенное отображение, то 


gi(£,(6 ALX])) =f, (9'*(6) -с,(Е) ХТ) 
в A,Y' 


* ; rs 
2) воли be AY ‚а $ - соботвеннов отображение, то 


АЗ = 9, (£°°(6) + c4(E)AEX'I) 
в А,Х. 


9.2.2. Моноидальные преобразования. Основная формула и,” 
для бирационального морфизма л:У-—У  неособых многообра- 
зий позволяет доказывать формулу на многообразии Y , производя 

экутия и опуокая ее на более просто устроенные многообразия 

. Приводимое ниже предложение поставляет аналогичный прием 
для работы а особыми многообразиями в бивариантной теории. 

Пусть Z - регулярно вложенная замкнутая подохема схемы 

У, ау - раздутие Y вдоль Z . Проекция 97:У—У явля- 
втоя морфизмом х.п.п. относительной коразмерности нуль. Поэтому 
имевтоя канонический класс [7] з А’ У); 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ. В вышеприведенных обозначениях, 
л,([л1])=1 в АУ. 


СЛЕДСТВИЕ. Построим по любому морфизу £:X-~Y раослоен- 
ный квадрат 


т 


x 
| 
¥ 


У 


Тога я“: АКХ У) — А*(Х £7) - раощепляющийся мо- 
номорфизм, левым обратным к которому является гомоморфизм 
скл, (с.[я]). 
Доказательства. Следствие получаетоя из предложения, всли 
воопользоваться вотественностью: эт, (т*(а) [я]) =a-a, [or]. 
Предложение оледует из даваемого ниже подробного описания 
гомоморфизмов [я], 7 A,Y'— Xe для произвольного морфиз 
ма 9:У--У к $’ =¥x)¥! . Для любого неприводимого К- 
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мерного подмногообразия \М’в У’ класс [7], [У] описыва- 
@TCA одним из следующих двух правил: = ay 

(i) оли g(V')¢ Z ‚то paconorpum pasnyrme Vc У. 
многообразия У’ вдоль g‘(Z) . Тогда класс [7],,[V'J~-[V'] 
получается из класса из Ay (71917). 

(tt ) Еоли 9(\)е2 ‚ TO рассмотрим индуцированнов отобра- 
жени° 9 :У^— 2 и нормальное расоловни Мк Z BY . 
тогда PUYN)CY’ м [7]. [У] = (Е) ГР(д-Н)] в 
F - универсальное факторрасолоение ранга 4-1 ва P(g*N ae 
d-«rank М. 

В олучае (i), поскольку наши операции коммутируют оо взя- 
тием прямых образов, дело оводится к случаю \’=\У’=У', в ив- 
ковом OHO следует из формулы избытка пересечения. Случай (it ) 
разбираетоя аналогично с помощью той же формулы. 


9.2.3. Формула остаточного члена пересечения. Лакоов решил зада- 
чу вычисления цикла двойных точек отображения неособых многообра- 
зий, используя конотрукдию схемы двойных точек в виде некоторой 
остаточной схемы. Клеймэн обобщил это вычисление на случай rover 
большей кратности, доказав элегантное обобщение формулы остаточ- 
ного члена первоечения [КЁ,]. Эта формула выводится такке из 
приведенного ниже предложения, обобщающего формулы, полученные в 
[FL]. 

Рассмотрим диаграмму 


ia] 


Y¥-—-_—> r 


me f , f° , j , k - замкнутые вложения, а квадрат являет 

ся расолоенным квадратом. Предполоким, что отображение 124 

осуществляет вложение D как дивизора Картье на У’, а также 

что 7 - остаточная схема для D. в Х ‚т.е. их цучки идеалов 
14* 
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на \’ связаны coorxomenmem 1(X’)= 1(Р).1(2). Пусть К = ` 
#’. к. Предположим еще, что и К - регулярные влоке- 
ния одинаковой коразмерности @. Пусть м; и Nj: - нормальные 
раволовния к фи {’,а F - виртуальное рапбловни» 

1. \# 
(9 В (Np) Ny na D. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ. Еоли выпохнены BOS п п ния, 


20 
g*(C £1) =k, (1*7)+}, (1). 
х АУ. 

Набросок доказательства. Как и Дакоов ( [12] , [Fu;] ), 
рассмотрим раздутие , много ami У’ вдоль 2 oo отяги- 
ваниы Яя: У’-—\’. Пусть Х’= 9! (X’) . Cormacno п. 9.2.2, 
достаточно показать, что ode дати рая при подъеме м^ пере- 
ходят в равные классы из А“Х’— У’). Ho при указанном разду- 
тии вое входящие в формулу компоненты переходят в дивизоры и 
клаоон Чженя, и нужное нам утверждение получается а помощью фор- 
малъного вычиоления, аналогичного проделанному в [Ри,] я [FL] , 
причем здесь это вычиоление даже проще, поскольку нет необходимо- 
orm возвращаться назад в \У’ (подробности om. в [Ри,] ). 

Точно так же, как ивп.`9.2.1, из этого предложения оле- 
дуют четыре формулы о гомоморфизмами Гизина. Их вывод мы предо- 
озавляем читателю. | 

Дальнейшее оосуждение проблем, связанных с этой тематикой, 
приводитоя в $$ 10.3 и 10.11. 


Глава 10 


ДРУГИЕ БИВАРИАНТНЫЕ ТЕОРИИ. 
НЕРЕШЕННЫЕ ПРОБЛЕМЫ 


$ 10.1. Теоремы о неподвикных точках для 
когерентных пучков 
. Бивариантные теории для конечных групп 
. Оряентация в алгебраической геометрии 
. Классы Чженя 
. Эквивариантные классы Уитни 
. Двойственнооть Вердье 
+ Отображения в топологии, не предотавимые 
погружениями 
10.8. Незавиаимые квадраты для алгебраической 
К-теории 
10.9. Вопроаы единственности 
10.10. Творема Римана - Роха в аналитическом 
олучае 
$ 10.11. Рациональная эквивалентность 
$ 10.12. Высшая К-теоряя 
$ 10.13. Геометрическая интерпретация элементов 
из бивариантных групп гомологий 


В этой заключительной главе ч. I мы даем набросок постров- 
ния ряда других бивариантных теорий и связанных с HIME преобра- 


зований Гротендика. Мы также перечиоляем ряд проблем, остающих- 
of пока 06з ответа. 


. $ 10.1. Теоремы о неподвижных точках 
для когерентных пучков 
Эквивариантные версии теоремы Римана - Poxa, часто называе- 
мые творемами Лефиеца - Римана - Роха, приводят к теоремам о не- 
подвизных точках для когерентных пучков (см. [BFQ] ). В этом 
параграфе мы опишем их обобщение на бивариантные теории. 


10.1.1. Комплексный случай, Пусть 6 - категория квазяпровктив- 


ных схем Х с автоморфизмом х:Х ——Х конечного порядка ‚ для 
которых охема |Х|=Х” неподвижных точек noma (проективна). 
Морфизмы Р:Х--У коммутируют с соответствующими автоморфизмамя 
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(yetsfox ); индуцированное отображение охемы |X| в охему [У] 
обозначаетоя через |#| . Ограниченными морфизмами очитаютоя 006- 
ственные морфизмы, а независимыми квадратами - Тог-независимые 
расслоенные квадраты. Эквивариантная алгебраическая К-группа 


(x £ 
Kary (Х Y) 


определяется как факторгруппа свободной абелевой группы, mopox- 
денной воеми парами (5, у" ), rue Я представляет собой f- 
совершенный комплекс на Х, а у’: х*ЁР*`— ГР” - гомоморфизм 
комплекоов, как ивб 2.1 ч. Ц, по модулю соотношений, задавае- 
мых точными пооледовательностями и квазиизоморфизмами. Построим 
преобразование Гротендика 


<: ких) —H(|x| 1 Уэс. 
Когда Y - точка, а охема X - полная, это преобразование вы- 
чиоляет число Лефиеца У (НЧ) ‚ где через H*(y) 0бо- 
значен индуцированный эндоморфизм группы когомологяй Н“(Х|;Я) 
в локальных координатах на схеме неподвижных точек |X|. В обыч- 
ВЫХ КОГОМОЛОГИЯХ, 1.6. Для тождественного отображения id, , 
преобразование т совпадает со взятием композиции: 


4х yx) 2 KF 1X} Ix) tH" 
ких X)+ Kea (XI 1х) = Н*(Х ес. 


Здесь г = отображение ограничения (обратный образ), а dt - 


В общем олучич представим морфязм #:Х-У вложением 
охемы Хв YxM , где охема М нвособа. Эквивариантный ко- 
нормальный пучок N к (Ml в М задает обратимый элемент 
Aim = Y(-t)§ [AN we KIMI IMI). Conoora- 
вим каждому эквивариантному Ё-оовериенному комплексу Г” на Х 
эквивариантную резольвенту Е” комплекса Р’на YxM . Ограни- 
чение резольвенты Е’на |У|х|М| точно вне |Х| , поэтому 


oh (рем) EL a ing) td (Ты) 
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- элемент и НОУ М, ММГ) ® С. Отождествляя 
последнюю группу a группой Н(1Х! —lYi)eC, получим нужный 
элемент t(F) . Обобщая приводимое в ч. М доказательство, как 
это оделано в [BFQ], можно показать, что постровиное -orodpa- 
жение T не зависит от выбранного вложения и является преобра- 
зованием Гротендика. Как и BY. Il, преобразование T поднимает- 
of до преобразования в топологическую К-теорию. 

В случае ковариантных групп принадлекащий Кварту [Qua] 
вариант теоремы для чистой алгебраической К-теории сильнее и 
1роще формулируется. Можно ли построить преобразование Гротен- 
цика из К›’(Х —У) в Kop (IX] —1У1 )®Л для неко- 
горого кольца коэффициентов” Л так, чтобы указанное вн- 
ше преобразование получалось из него взятием композиции с не- 
эквивариантным преобразованием Римана - Роха из Ки®Л в 
Н@С ? Хотелось бы иметь такой результат для произвольных 0в- 
новных полей и более общих эндоморфизмов 2: Х—Х. Oma близ- 
кая проблема обоуждается в $ 10.8. 


10.1.2.Случай Фробениуса. Пролить некоторый свет на то, каким 
может быть решение вышеприведенной задачи, может случай Фробе- 
ниуса. В качестве категория @ возьмем категорию всех алгебраи- 
чвоких схем над конечным полем IF, , как и раньше, о соботвенны- 
ми формизмами и Тог-независимыми квадратами. Определим 

К(Х У), rar a выше, но o помощью Ф-оовершенных комплекоов 
Я’ с [2 -лянейными эндоморфизмами у’: Р’— Е” (1.6. 

‘(аз ) = avy'(s) для acI(U,G,) , з«Г(УРЕ) и от- 
крытой подохемы Us X ). Как и прежде, получаем некоторую би- 
вариантную теорию. 

Пусть D - категория конечных множеств, вое морфизмы кото- 
рой очитаются ограниченными я вое раослоенные квадраты - незави- 
оимыми. Пусть ЕГ(5-—Т) обозначает Е -пространотво Foray 
ных функций на 9. Бивариантная теория строитоя оледующим обра- 
зом. Если #:5—Т, 9:Т-—У ‚ че Н(=), peH(g) , то 
произведение сих определим формулой 4. р (=) = & (8) В(#(8)}, 
а прямой образ - формулой (=) (1) =Уа(3) , где ауммированив 
производится по всем зе#“{+) . Обратный образ для отобраке- 
RHA :Т’—Т определяется формулой 9”(*)(9') =a(g'(s'), 
где @/:8 хГ’—5 - индуцировакное отображение. 

Обозначим мновество Е-точек произвольной K-oxens X 
через |Х|. Морфизм схем XY индуцирует морфизм 
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}£] + 1X] —= |Y|. поэтому определен функтор з G6 в D , 
вохраняющий ограниченные морфизмы и независимые квадраты. Onpe- 
делим преобразование Гротендика 


te : K(x-£-Y)—~ F(Ix| 4 ГИ) 


по оледующему правилу. Паре ( Я”, у’) на X сопоставим пучки 
гомологий dt iw 3 на слоях над  Ре|Х| индуцированы Еля- 
нейные эндоморфизин Н*(4’)(Р) . Положим 


($97) (Р)- 5 (-1) tr (H'(y(P)). 


То что это преобразование tr определено корректно и является 
преобразованием Гротендика, легко следует из доказанного в 

[ Fu,] . Существеяным моментом ABIAETOA то, что сопоставление 
эквивариантньм пучкам (У, уф ) следа (y(P)) аддитивно на точ- 
вых последовательностях; высшие Тог-грунпы мохно He учитывать. 
В коваржантном случае, применяя зто преобразование к структур- 
ному пучку полной Еуохемы, получаем обобщенную теорему Шевал- 
ле-Уорнинга [Fu,]. 
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Ковариантные и контравариантные группы Гротендика С-моду- 
лей, используемые специалистами по теории групп, а также конот- 
рукция Берисайда. имеют вотественные обобщения в бивариантных 
reopmax. Мы приведем здесь набросок такого поотроения, чтобы, 

с одной отороны, продемонотрировать вовобщность бивариантной 
теории, а с другой отороны, попытаться привлечь внимание элге- 
Opamorop к этой тематике. 


10.2.7. Пусть 6 - категория конечных групп. Boe гомоморфизмы 
очитаютоя ограниченными. Независимыми квадратамя. пусть будут 
расслоенные квадраты : 

< — 6 


г’ # 


(т.е. G= { (4, xe H’x GI fy’) =#(х)} ), для которых 
H=9(H)-£(G). 
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Пусть А - коммутативное кольцо с единицей. Обозначим чв- 

рез А[@] групповое кольцо группы Go коэффициентами в А. 
Ton А[С]-модулем будем понимать конечно-порожденный левый 
@]-модуль. Пусть #:@ —Н - гомоморфизм. Будем назы- 
вать А[С]-модуль #-оовершенным, воли он является проектив- 
ным как модуль над подкольци А[Кег!] кольца A[G] . onpe- 


делим | 
K,(G —£ H) 
как группу Гротендика воех f-conepuennux A[G]-vonynet. 
Коли #:@—Н , : H—=I - гомоморфизмы групп, 


а Мя№ - ооответотвенно #{-ооверщенный А[С)-модуль и 9-00- 
вершенный А[Н]-модуль, то модуль M@N с диагональным дейот- 
Bue X+(m @ n)=x-mef(x)-N будет 9#-совершенным А[@]-модулем. 
(Это - простоев обобщение леммы Суона [Sw § 5.1) . Нужно Boo- 
пользоваться тем, что для воякого #-оовершенного модуля М су- 
щеотвует А [@]-модуль М’, такой что модуль МФМ’ являетоя 
А[Кег($)]-свободным.) Torna формула [М]. [№] = [Ме, №] опреде- 
ляет произведение из K,(f)@K,(g) в К, (9). 

Воли £:G—-H , 9: Пт = гомоморфизмы групп, а 
модуль М gf~ совершенен, то индущированный А[Н]-модуль 
ATH ]@ rq, М будет 9-оовершениьвм. Формула £, (M]-[A[H]e, «М 
определяет прямой образ ф, из K,(gf) в K,(Q)- 

Для независямого квадрата (1) из #-оове раенности произволь- 
ного А[С)-модуля вытекает его #-совершенность, но уже как 
А [G]-wonyaa, и поэтому соответотвие [М] определяет 
обратный образ 9” из K(f) в К,(#') . Читатель может у08- 
диться, что выполнены вое аксиомы коммутативной бивариантной 
теории; наложенные на независимые квадраты условия позволяют до- 
казать согласованность прямых и обратных образов. 

Гришы К»(@)=К, (@ 4-6) я К, „(а)-К‚ (@—4{1}) задают 
обычные контравариантный и кова риантный фувкторы в обычной коль- 
цевой структурой на Каз (@) и отруктурой Ка (@)-модуля na 
К д (@) . Формула проекции выражает принципи Фробениуса (ом. 
[Гот]). | . 

10.2.2. Гомоморфизмы Ё:@-—Н , для которых порядок подгруп- 
пы Ker(f) обратим в A, составляют класс отображений с канони- 
ческими ориентациями (4) в К, (#) в указанном в $ 2.6 омыоле. 
Действительно, при этом предположении кольцо А в тривиальным 
С -цействием являетоя #-осовершенным  А[@)-модулем, и можно 

5 
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положить 8(#)-[А]. Болве того, эти ориентации строгие, посколь- 
KY для любого гомоморфизма е:Г—@ изоморфизмом, обратным к 


K,(F42H) — К, (Р 0), 


задаваемый просто соответствием Ml =—[М] ‚ так как любой 
А [Е ]-модуль, проективиый над [Кег(#е)], проективен и над 

А ] Ker(e)]. Этот гомоморфизм Картана определен для любых го- 
моморфизмов е и f , Ho даже в класоической олучае, когда e+ td 
и Н={1}, он не обязан быть изоморфизмом. 


10.2.3. Любой гомоморфизы А-—=Р коммутативных колец определя- 
ет преобразование Гротеядика к aK при помощи раошире- 
ния кольца окаляров (т.в.[М]-*[Ве)М] ). При другом простом 
. преобразовании Гротендика А В себя - двойственности - класс 
[М] првобразувтоя в [М*], гле M*=Hom(MA),a отрукту ра 
А[6]-модуля задается формулой (х#)(т)=#(х т), где 


хе, меМ ‚ feM*. 


10.2.4, Конструкция Бернсайда такке допускает естественное обоб- 
щение в рамках бивариантных теорий. Пусть дан гомоморфизм 

Ё: —Н . Конечное (-множество назовем #-дове ривнным, 
воли для Boex 5е3 порядок группы 


{х< Кег(Е) [хо =3 } 


обратим в А. Клаоон изоморфных #-оовершенных  С-множеотв об- 
разуют абелеву полугруппу относительно операции взятия неовяз- 
ной суммы. Пусть  S2,(G >Н) - восоциированная с этой полу- 
группой абелева группа. Эти группы определяют бивариантиую тео- 
рию, в которой произведение индуцировано прямым произведением, 
прямой образ {, задан формулой {,[8] =[HxgS] ‚ а обратный 
образ - формулой 9*[9]“[3] , причем С, действует на 9 так: 
х’.5*49(х’)-5. — Конечно, SUG 0) - обьчное колью 
Берноайда группы @ с коэффициентами в А. 
Для воякого Ё-оовершенного (-множества 3 озободный 

А-модуль A(S] являетоя Е-совершенны  А[(@]-модулем. Отоб- 
ражение, преобразующее S в А[5], определяет преобразование 
Гротендика 


я, — Ky: 
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10.2.5. Можно ли определить операции Адама =, на бивариант- 
ных группах К, (@ Р-Н) , когда А - поле (вр. [Ке] )? яв- 
ляется ли инвариант Yoana (см. [Ve,] ) частью преобразования 
Гротендика биваряантниых теорий? Существуют ли интересные бива- 
риантные теории для компактных групи Ли? 


$ 10.3. Ориентации в алгебраической геометрии 


Чтобы иметь богатый источник гомоморфизмов !изина, нужно 
располагать широким классом отображений с каноническими ориен- 
тациями. Например, в алгебраической К-теории такой класс 00- 
оставляют совершенные морфизмы; действительно, это предположение 
означает, что пучок ( имеет конечную Тог-размерность a 
6, ‚ и поэтому 0; определяет канонический клаос в K(X Y). 
Однако в теории рациональной эквивалентности и теории гомологий 
в настоящее время канонические ориентации определены только для 
небольших классов отобракений и возможность расширения их совер- 
шенно неяона. 


10.3.1. Морфизмы локально-полных пересечений квазипроективных 
многообразий обладают каноническими ориентациями (ом. гл. 9). 
в [ВРМ,] и [РУ] поотроены также гомоморфизмы Гизина в гомо- 
логиях и когомологиях для морфизмов л.п.п. Используемые при этом 
методы в действительности оводятоя к постровнию канонических 
ориентаций в группах бивариантных гомологий (om. $ 2.3 4. Il). 


10,3.2, Класс плоских морфизмов постоянной относительной размер- 
ности тоже допускавт канонические ориентации в теории рациональ- 
ной эквивалентности (ом. гл. 9) и теории гомологий [DV]; в част- 
ности, этим охватываетоя фундаментальный клаос BH (X)=H(X—~pt) 
охемн Х чистой размерности. Роли данный морфизм являетоя одно- 
временно и плоским, и морфиэмом л.п.п., то указанные две канони- 
ческие ориентации совпадают [DV, гл. IX, §§5.8 и 9.8]. 


10.3.3. Если #:Х —\У - морфизм многообразий чистой раз- - 
мерности, причем многообразие Y xeocodo. ro для # определен 
канонический клёос в теория рациональной эквивалентности или ъ 
теории гомологий. Действительно, вложение X в Хх\ как гра- 
фика являетая морфизмом л.п.п., а проекция из XxY na Y - плос- 
ким морфизмом; для каждого из этих морфизмов, согласно пп. 
10.3.1 и 10.3.2, определены канонические RAACOH; произведение 
этих классов и булат каноническим классом для #. 

40.3.4. Еиляе недавно построил гомоморфизмы Гизина для детерми- 
нентальных подохем коразмерности 2 [(4,]- 

15* | 
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30.3.5. Нам неизвестно, существует ли класс морфизмов с канони- 
ческими оризитациями, содержащий Boe вышеприведенные классы, ня 
для теории рациональной эквивалентности, ни для теории гомоло- 

гий. Клеймэн поставил вопрос: можно ли утверждать, что гомомор- 
физмы Гизина f'n gih' совпадают, если f=heg , причем f - 

морфизм л.п.п., 3 - морфизм л.п.п. (соотв. плоский морфизм), 

а h - плоский морфизм (соотв. морфизм л.п.п.)? Клеймэн утвер- 

кдает, что это действительно так, и указывает, что в олучае не- 

особого многообразия \ это следует из предложения 9.1.3, 2). 


10.3.6. Общие теоремы Римана - Роха дают решение оформулирован- 
ной вп. 10.3.5 проблемы по модулю кручений. В [ВРМ,] дока- 
зано, что ковариантная алгебраическая К-группа изоморфна груп- 
пе циклов по модулю рациональной эквивалентности, если равомат- 
ривать обе их с коэффициентами в Q . Поскольку гомагорфизми 
Гизина, построенные по совершенным морфизмам, функториальны в 
К » TO ке самое справедливо и в Ag: Аналогично основная 
№: № ч. И устанавливает существование канонических ориента- 
ций в Но для воех совершенных морфизмов комплеконных квазипро- 
вктивных многообразий. Ненулевые члены низших размерностей этих 
RAAQOOR должны совпадать с классами из пп. 10.3.1-10.3.4. Имеют 
ли эти класон (в низших размерностях) знаменатели? 


10.4. Кладвы Чженя 


На категории комплексных алгебраических многообразий опре- 
делена биваризнтная творя — №(Х--\У) целочисленных алгеб- 
раических онотруктивных функций, удовлетворяющих целочисленному 
варианту локального условия Эйлера. Существует ли преобразование 
Чженя, аналогичное преобразованию из Teopemy GA п. 6.2.17 Имеют- 
ся веские основания в пользу ‘этого. Выполняется соответствующий 
результат для прямого образа [Мас]. Справедлива соответотвую- 
maf теорема Вердье - Римана - Роха (п. 6.3.2), как видно из по- 
строения раволоенного квадрата 
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где 9' — гладкое отображение многообразий, 9+ 7% ‚ а ; 
g Mi 1 м= 1, . Выполняются такке соответствующие теоремы о 
опецивлизация (п. 6.3.3) [Ve,]. 

Вероятно, для доказательства такой теоремы можно восполь- 
зоваться методеми М.Шварца [Sch]. Однако это может оказаться 
весьма затруднительным, ввиду сложности структуры произвольно- 
го алгебраического отображения. 


10.5. Эквива, Thue классы Уитни 


Воли Ё:Х —=\ являетоя одновременно морфизмом Дольда 
($ 5.3) и эйлеровым отображением (п. 6.1.3), а г:Х—Х - 
тождеотвениов отображение, то кладке @($+) из $ 5.4 и компо- 
нента W(1-) в Н°(Х-—У) (ом. гл. 6) совпадают. Это при- 
водит к вопросу о существовании общей теории, обобщающей теоржю 
транофера Дольда из гл. 5 и теорию Уитни из гл. 6. Для некото- 
рого болез широкого класса отображений г клад  @(4{), по-ви- 
димому, будет олагаемым нулевой размерности полного класса на 
множестве неподвижных точек. Нам неизвестен такой результат да- 
же для отображений в точку. Нам такке неизвестны аналогичные ре- 
зультаты для класоов Чженя. 


.6. Дво! нность Ве 
Если #:Х —-У - непрерывное отображение (конечномерных) 
локально-компактных пространств, такое как в $ 7.3, то определе- 
но понятие ф -совершенного‘ комплекса пучков А-модулей на Х 
[ Ve, ] я Проявводную категорию #-совершенных комплекоов обозна- 
чим через К (Х-—У). Конструкции, аналогичные конструкциям 
$ 7.1, превратят К в бивариантную теорию, а формула 


D(A) = RHom, (A, #'Ay) 


определит преобразование Гротендика D:K—~K, для xoroporo 
DeD aid . Это преобразование обобщает двойственность Пуавкаре - 
Вердье дия компактных пространств зочно так ие, как соответст вую- 
mee преобразование из $ 7.1 обобщает двойственность Серра - Гро- 
тендика , 


0.7. Отображения в толодог 86 п имые погрукевиями 


В алгебраической геометрии для любого морфизиа #:Х —У 
веособых пространств структурный пучок G, является £-conepser~ 
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вым комплексом и, следовательно, определяет кавоническую оривн- 
зацию для Ёв К(Х у) . В хопологии же постоянный пучок 
A, будет {-совершевным только для погружений £:X — У. 
Можно ли обобщить это понятие тан, чтобы пучок A, Gun #-00- 
вершенным дяя любого замкнутого вложевия {:X--Y многообравий? 

Бивариантная теория Е из гл. 6 we coscem хороша тем, что 
она тривиальна на отобреажениях #{:Х—У , we являющихоя сюрь- 
октивным отображением ва компоненту связности пространства Y 
(в частности, она тривиальна, всли Х и \ суть многообразия 
и dimY >dimX). доводом в пользу существования лучшей теории 
до некоторой степени служит т0, что предложение 6B остается спра- 
ведливым и тогда, когда перестает работать приведенное eorecr- 
веннов его доказательство (сы. п. 6.3.2). (В алгебраической гео- 
метрии из-за богатства алгебраической К-теории соответствующее 
доказательство приводит к результату в полной общиости. ) 

Busapuanraan теория, построенная по обычиым #-совериенным 
номплексам, как ясно из предьдущего, вичем нам ие поможет, но 
ивкоторое ее обобщение, по-видимому, может решить проблему. 
(Комплеко пучков дает конструктивную функцию, которая задается 
эйнеровой характеристикой слоя.) 

Если бы в такой теории гомодогически нормально неособые 
отображения (см. $ 7.3) имели кавовические ориентации, это по- 
ввохихо бы установить справедливость гипотезы Гальперина ; 

Если {: Х—У - гомодогически вормедьное неособое отобра- 
жение пространств Эйлера, то 


w,(X) = [мо £'w, (У) 


(класс wh определен по формуле Тома с квадратами Стинрода). 


я ой _К- 
Биварвантные теории оказываются особенно полезными, когда 
классы ограничениых морфизмов и независимых квадратов в низле- 
жещей категории по возможности ‘расширены. В алгебраической 
К-зеорши мы требовали, чтобн независимые квадраты были Тог- 
везависиюыми. Сбразтный образ из Киц (ХУ) в Кац (ХУ) 
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можно, однако, определить AAA произвольных расслоенных квадратон 


8 


x' pois By, xX 
г £° (2) 


и. 


Боли Ё - замкнутое вложение, а A’ есть #-совершенный компяеко 
на X, 20 комплекс #,Я° квазиизоморфен огравиченному комплех- 
су &’ локально-свободных пучков на У. Существует ли комплекс 
4. ua Х, для которого комплеков f/ A” и gt квезиизо- 
морфны? р 

В спучае A =O, ответ на этот вопрос требует Comes тон- 
кого проникновения в конструкцию Серра пересечении [Se]. Ана- 
погичный вопрос AAA теории рациональной эквивеленености был ре- 
шенв [FM]. : 

Нечто подобное необходимо по-видимому, JAA обобщения дока: 
завной Квартом теоремы Лефиеца - Римана - Роха на бивариавтные 
теории (см. $ 10.1). Например, для Тог-независимого квадрата 
(2) эквивариантных многообразий подсхемы неподвижных точен об- 

разуют расслоенный квадрат, который ве обязан быть Т5г-незави: 
симым . 


0.9. Bor: HEC? Bey HOCT A 


Boe построенные нами преобразования Гротендика являются 
продолжевиями простых функторов Ha соответствующих ковтравариавть 
вых группах. Несыотря ва ощущение совершенной неизбежности имен- 
во заких продолжений, имеется AMBL совсем земного настоящих т00- 
рем единственности. Преобразование (> для классов Уитни, noor- 
роенное в TA. 6, вполне определяется овоими значениями на харак- 
теристических функциях многообразий. Эту типичную теорему едив- 
отвенности хотелось бы обобщить на другие ситуации. Например, 

в работе (ВРМ,] ковариавтвый функтор из алгебраических пуч- 
ков в гомологии полностью характеризуется простыми аксиомами, 
HO для преобразования Гротендика, построенного в ч. Il, coorser~ 
ствующей теоремы единственности нет. 
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0,40, Теорема Римана - Роха в аналитическом случа 


Для всякого морфизма Ё:Х —— У xownxexcaux аналитиче- 
ских пространотв определено понятие #-совершенного комплекса; 
глобальное разложение f в композицию гладкого морфизма и про- 
екции, используемое в $ Г ч. Ц для проективных многообразий, 
можно заменить локальными раздожениями [SGA6]. Такие #-во- 
вершенные комплексы образуют труппу К.и(Х-ЁР-У). Moxao ли 
построизь преобразование Грохендика из в На или, лучше, 
из Кол в топологичеоную К-георию » обобщающее соозвет - 
ствующие конструкции из ч. П для квазипроективных многообразий? 
Если рассматривать теорему Римана - Роха как проблему получения 
хопологической информации по авалитичесниы пучкам, то это удуч- 
auto бы вое извествые результаты. : 

Локально отображение из К в К строится так же, как 
в ч. Il. Основная трудность заключается в оклейке этих отображе- 
ний в одно глобальное отображение. Толедо и Tour [ТТ] сумели 
произвести такую склейку в случае отображения в точку, и можно 
надеяться, что их меходы помогут в решении поставленной задачи. 

Nl. Баум дал геометрическое описание групп К-гомологий в 
хоподогическом случае и выдвинул гипотезу, что семейства эллип- 
зических комплексов на X, пареметризованных пространством Y 
(3 омыоле работы (AS, TS. и) ), могут дать аналогичное описа- 
ane грушы Кыр(Х —£~Y). 

Можно ди получить зворему Атьи - Сингера об индекое ив пре» 
образования Гротендика бивариантных теорий? Построенные в ходе 
доказательства в = [AS, ra. Г] гомоморфизыы Гизина наталкизают 
на мыоль, что ARB отображения #:Х —- 1 дифферевцируемых мно- 
гообразий в качество подходящей биварвавтной теории следует взять 
труппу Кир (Т, —=т,). 


и ъная эквивалентность 


Хотя построенная в гл. 9 операционная теория и вполне удов- 
пезворизельна во многих отношениях, быхо бы не лишним дать гео- 


мезгрическое построение бивариантвой теории рациовальной эквива- 
левзности. Пока sor даже понятия алгебраического коцикла, обоб- 
ирющего понятие дивизора Картье в коразмерности один, которое 
позволило бы построизь кольца когомологий на мвогообразиях с 
особенностями. По-видимому, решение этой проблемы будет получе- 
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во лишь после более глубокого повимания геометрии пересечений 
HA мвогообразиях с особенностями. 

Важным преимуществом геометрической теории рациональной эк- 
визалентности A было бы существование в комплексном случае пре- 
образования Гротевдика 

&:А—Н 

в бивариантную теорию гомологий, обобщающее отображение классов 
ив Аь(Х) в Н.к(Х) aan ковариантвых групп [Ри]. Формулы 
пересечения из гл. 9 фактически выполняются AAA бивариантных 
групп гомологий, но не являются формальными следотвиями этих 
формул в теории рациональной эквивалентности, как того хотелось 
бы. Для операционных групп нет отображения классов в Hy Kpowe 
того, нановический гомоморфизы из Pic(X) в А!(Х “+xX), 
задаваемый первым классом Чженя, не всегда является изоморфиз-— 
мом; в частности, построенные в ({Fu,] канонические гомоморфиз- 
мы из груш АЧХ) в rpynns А Х44Х)- ве всегда ивоморфизыы, 

Весьма вероятно, что специалисты по высшей К-твории смогут 
построить бивариантную теорию рациональной эквивалентности со 
всеми необходимыми формальными свойствами, исходя из групп 
НР (У,Кр). В пользу этого говорят недавние результаты Xuane 
(98. [64] ). 

В теком случее существовало бы преобразование Гротендика 

с; Katy —~Ag $ 
обобщающее поотроенный в [ BFM,] гомоморфивм ковариантных функ- 
торов. По крайней мере для операционной теории преобразование © 
можно определить, используя конструкцию графика, как это сделано 
в [ВЕМ,] « Однако доказательство переставовочности T с произ 
ведениями потребовало бы внесения в $ 2 ч. | надлежащих изменений 


в алгебраических рассуждениях. В комплексном случае получилась бы 
коммутативная диаграмма ` 


< 
Каз Ag 


a cf 


top ch Hy 


бивариантных теорий, где % - преобразование, mocrpoeHAne в Ч. и. 
16. . 
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$ 10.12, Buoman К-теория 


Описанные в 5 1.1 ч. И группы Kay (X LLY) должны быть 
нульмервыми группами бивариантной теории Ki, (Х гу) » где 
Код ( X dx) =K,P(X) - высшая К-теория Квиллена wa кате- 
гории векторных расслоений на X, а Katy (X— pt) =k,M(X) - 
высшая К-теория Квиллена на категории когерентвых пучнов ва Х 
[Qui,] . По-видимому, хеоряю Ки, (X -#-У) можно построить, 
исходя из категории {-совершенных койплексов; соответствующие 
произведения обобщили бы кольцевую структуру иа к, P(X) и мо- 
дульную структуру ва K,M(X), ановсированные в [ Qui,, $ 7.1]. 

‚ Вероятно также, что существует преобразование Гротендика из 
Kin (Х-Е-У) в К’ (Х-Е-У), обобщеющее введенное в 
wit преобразование на случай i>0. | F 

Конструкцию соответствующего преобразования ковариантных 

функторов недезно ановсировал Хиляе [Gi,] . 


$10.48. Геометрическая интерпретация эломентов, 
ив бивариветных групп гомологий 


Често элементы из H~* (х fy) предоставляются семейст- 
вами {-цикиов в слоях f(y), уе У , непрерывно зависящими 
or у. Ory идею можно облечь в строгую форму, эсли задавать эти 
семейства непрерывными сечениями в пространстве циклов с хополо- 
гивй, введенной в [АЁ]. По-видимому, группа гомотопических 
классов таких сечений определяет бивариантную теорию, которая - 
отображается в Н”"(Х-—У) (ср. п. 6.5.1). 

Воли f - эйлерово отображение, то класс (2(1{) допускает 
такое представление. Для плоского морфизма f такое представле- 

вие имеется, предположительно, и дия класса т(0;). 
Всякий раз как мы имеем семейство геометрических конструк- 
ций с элемевтами групп Н; ( Чу), стоит поинтересоваться, не 
лежит ли в основе какая-нибудь биварианеная теория. 


ЧАСТЬ И 
ПРОИЗВЕДЕНИЯ В ФОРМУЛЕ РИМАНА - РОХА ; 


жж 


Глава I 
ВВЕДЕНИЕ 


$ Т.1. К истории вопроса 
$ 1.2. Сводка результатов 
$ 1.3. Замечания 0 доказательствах 


В настоящей части ыы строим преобразование Гротендика из 
бивариантной алгебраической К-теории в бивариантную топологи- 
ческую  К-теорию. При этом используется и уси 
вается ряд различных теорем Римана - Роха’( [SGA -6] , МИ 
[№], [BFM,] ). = 

Все рассматриваемые в дальнейшем многообразия и схемы пред- 
полагаются компиексными и квазипроективвыми. Возможность обобще- 
ния полученных результатов ва вепроективный и некомпленсный слу- 
чаи была рассмотрена в $$ 10.10 и 10.11 ч. I. 

В § 1.1 дан обэор известных соперничающих между собой тео- 
формуль и ориевтации отображений. В $ 1.2 мы покавываем, что 0с- 
новвая теорема данвой части объединяет, усиливает и проясняет 
эти результаты. 


. К история вопроса 


Обозначим через к’ xX | группу Гротендика алгебраических 
векторных расслоений на Х, а через H"Xq - группу когомологий 
с рациональными коэффициевтами. Характер Чженя 


ch : Ки Х —Н"Хо 


определяет естественное преобразование ковтравариануных фувкто- 
ров. Для неособого Х отображение двойственности Пуазкаре 
16* ~ 
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а-=а/^[Х] является изоморфизыом из H"X в ковариантные 
труппы гомологий НХ. Поэтому для всякого отображения #:Х—У 
неособых проеитиввых многообразий определены гомоморфизмы Гизива. 
£,:H7X © HX fee H,Y = H"Y . Гротевдик рассмотрел группы 
K о? когеренявых алтебраических пучков и ввел в них ковериант- 
ную относительно собственных морфизыов структуру с помрщью выс- 
BMX прямых образов. Дяя цеособых многообразий Х имеются ивомор- 
физмы двойственности Ком Х = KO4X, и, следовательно, 
кеждому морфизму неособых многообразий Ё:Х—\ соответствуют 
гомоморфизиы Гизива f, : Ком Х—= У. Теорема Гротендика 
Римана - Роха-” утверждает, что диаграмма : 


«ат св ) 


0 
Kaig* 
fy ty (TPP ) 


0 +. 
218 td(Ty)uch( ) Yy 


коммутативна. 


1.1. В дополневии [ВЕМ,] к работе [SGA-6] этот ревуль- 
тат был обобщен на морфизмы локельно-полных пересечений 

£:X —У Ges предположения о неоообости многообразий. В той 
хе общности определены гомоморфизыы Гизина, а коммутативный 
квадрат (ГРР) обобщается до коммутативного квадрата 


оС Но 


alg 

«| Чате ) (SGA-6) 
0 | | 

Katg’ ch” # Yq 


1) В тво 

реме Гротевдика значения берутся в группах Чжо 
и И Е 
результат впервые был доказай B BEM.” г 


Ta. 1. Введение 125 


где через Т; обозначено виртуельное касательное расспоевие 
отображения # (см. $ 2.3). Если Х и У неособы, то Ty = 
Тх-ЁТ, и (TPP) получается из ( 5СА-6) ввиду мульти- 
пликетивности класса Тодда. 


1.1.2. В работе [BFM,] построен гомоморфизи 


<. : К9Х —Н,Х 


ANH произвольной квазипроективной схемы. Этот гомоморфизм кова- 
риантен относительно собственных отображении #:Х —-~Y 
ах 


| fy | (ВЕМ 


а 


X 


и является гомоморфизыом модулей: 

с (E@F) = ch(E)A 7, (F) 
ANA пюбого алгебраического векторного расслоения Ё и локально- ; 
овободвого пучка Я” (модульное свойство); кроме того, справедлив 
формула 


м Gs На 


® (6) = td (1) [Х1 


ana веособых Х. Дия особых Х положим no опреденению 


особые многообразия. Если Y - точка, получаем обобщение форму- 
пы Хирцебруха на особые проективные многообразия: 


У) ат НА, = JAE) о, (х). CPR 


x 
Приведем два других важных свойохва преобразовавия $; и гомоно- 
гического класса Тодда, доказанные в [ВЕРМ,] : 
(&) ® коммутирует с х-произведениями. 
(ii) Если морфизы Ё плоский, то специализацией кязсса 
Тодда общего слоя является класс Тодда специального слоя. 


126 Часть ТТ. Произведения в формуле Римана - Роха 


Wa (&) следует, что td (XxY¥)-td,Xxtd,Y ; свойство ( it) 
представляет собой обобщение свойства инвариантности арифмехиче- 
ского рода в плоских семействах. 


1.1.3, В работах [5СА-6] и [BRM] построены гомоморфизмы 
Гизива f ковариантных групп К и H, aan морфизыов локаль- 
но-подных пересечений f. Теорема лев - мия - Poxa [Ve,] 
утверждает коммутативность диаграммы 


ка\ву т.» H,Y, 


*Q 
' 
# td(T,) > #' (Вердье) 
at 
Ky x HX 


Важным частным CAyYaeM является формула 
td, (X) = td (Te) n £'(td,¥) 


дия морфизмов п.п.п. f£:X —~Y , предложенная в качестве 
гипотезы з [ВР м]. Теорема Вердье для открытых ваожений £ 
быле доказана в ['BFM Ag 


и. Mrax, имеются три соперничающие теоремы Римана ~ Роха: 
1.1.f - Т.1.3, из которых две обобщают первоначальную теорему 
Гротендика и две двойствевны друг другу, но ни одна ве следует 
из другой. В теорему 1.1.1 входят \/-произведения, в теорему 
1.1.2 входя? \- и х-проивведевия, а в теорему 1.1.3 - неко- 
ropoe более оложное произведение. Расомотрим еще отображения, 
допускающие векоего рода ориенхацию: (Q) морфизмы л.п.п. допус- 
кают гомоморфизмы Гизина в алгебраической К-теории и гомологиях, 
связанные между собой теоремами 1.1.1 и 1.1.3; (6) отображению 
произвольного многообразия .X в точку соответствует определенный 
канонический класс из K wax . который при преобразовении т, 
переходи? в зреузаисй. класс Тодда; (с) для плоских мор- 
физмов гомологические классы Тодда слоёв связаны между собой го- 
иоморфизмом специализации, 

Одной из причин, вызвавших появление этой работы, было же- 
лание объединить в одво целое указавные три теоремы Римана - Ро- 
ха, а также разнообразные произведения и ориелтации. 
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§ 1.2. Сводка результатов 


Идеельный язык для такого объединения дают бивариантные 
теории. Определения и основные оведевия о бивариантных теориях 
си. B§ Iu. Г. 


1.2.1. Существует бивериантнея теория К асооциировавными 
с которой контравариантными и ковариантными группами являются 
упомянутые выше группы Katy и К (см. § 2.1). Мы построим 
преобразование Гротендика 


с: Kata —~ На 


в бивериантнне группы гомологий He с рациональными коэффициен- 
теми. Аосоциированным преобразованием <‘ контравариавтных фувк- 
торов будет характер Чженя, а ассоциированным преобразованием 
ковариантных функторов - отображение T, из п. 1.1.2. 

Дадим набросок построения гомоморфизма T. По данному мор- 
фивыу f£:X—-Y выбираем морфизи у:Х —М с неособым М, 
такой ч20 i= (f,y) является замкнутым вложением пространства 
Xp У»М. группа Код (Х Y) строится по компиекоам 
тех -модулей, для которых комплекс t, Я’ имеет своей ре- 


зольвентой огравиченный комплекс E локально-свободвых пучков 
(алгебраических векторных расслоений) не YXM, Тогда 


с (44°) = td(y*Ty)- h(E"). | 
Здесь td (y” Tha) - wiace’ Тодда расслоения y* Ty, , лежащий в 


“к; а) =’ Ха, а ch(E’) = покализоввнный характер 
ena (см. [BFM,] ) компжеков Е’, лежащий в 


H*(Y¥xM, YXYM\X;Q)=H(X£+Y)o. 


Произвольный морфизы f: X—=Y ковечной ‘Tor-paswep- 
ности имеет канонический класс @; в Кай (Х У) 
(§ 2.2); этот класс охватывает, в частности; обо уждевищеся в * 
п. 1.1.4 случаи (а) - (с). Всякий морфизы noon. Ё обледает 
каноническиы классом Up в Н(Х У) ; этот класо задает 
гомоморфизмы Гизина из пп. 1.1.2 и 1.1.4. Мы докажем, что AAR 
морфизмов л.п.п. Ё выполняется формула Римана - Роха 


<(9;) = td(T,)- Y, (*) 
a Н(Х- У). . г 
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Kak показывает рассуждение, проведевное в $ 2.7 ч. I, вое 
три теоремы Римана - Роха из $ 1.1 немедленно следуют из суще- ` 
ствования преобразования < и формулы (+). Это объясняет и 
уточняет приведенные выше высказывания об ориентациях. Например, 
дяя плоского иорфизыа f:X—~Y класс ©(Q,) ив H(X У) 
таков, что его специализацией на произвольный слой служит гомо- 
вогичесний класс Тодда td, (Х.) этого слоя; это является 
следствием переставовочности T со взятием обратного образа для 
дивграммы 


хх 


{у} ———» Y 


Согласно результатам $ 3.4 ч. То специализации ‚отсюда вытекает 
утверждение (ii) п. Т.1.2. 

Звачительная часть CHAN представленных выше результатов 
проистекает из перестановочности преобразования С со взятием 
произведения. Применительно к композиции Х Х— oro 
дает модульное свойство из п. 1.1.2. В случае композиции 
XxY—+X —+pt эта перестановочность показывает, что T, 
коммутирует с вневвиыи произведениями. Для композиции 
X-LY—~ pt, rae Ё - иоризы a.n.n., получается формула 
nan. 1.1.3, связывающая гомологические классы Тодда пространств 
Х и У. i 
11222. Как в веособом (сы. [АН,] ), твк и в особом (cw. [(BFM,]) 
случае теорема Римана - Poxa для комплексных многообразий го- 
раздо сильнее и естественвее в топологической К-хеории. В дей- 
сувительности преобразование T разлагается в композицию преоб- 
равований 


Е ch, 
Ки Ktop H с 


где Кир - биваривненая теория, построенная из четной части 
топодогических К-когомологий, а ch - характер Чжевя (см. 

§ 2.5). Кроме того, имеется поразительное следствие, которое 
обобщает все вышеприведенные результаты в случае отсутствия кру- 
чений и которое лучше всего выражается в топологической К-теории: 
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Произвольный wopdusy конечной Тог-размерности обладает 
каноническими ориенхациями и, следовательно, функторивльными го- 
моморфизивми Гизина в топологической К-теории, 

Ранее эти гомоморфизмы Гизина были известны для морфизмов 
л.п.п. [ВЕМ.]; для отображений в точку снова получаются лост- 
роенные в [BFM,]} классы ориентации в К-гомологиях. Функто- 


риальность этих гомоморфизыов Гизива, следует из перестановочно- 
сти о о произведевиями. 


$ 1.3, Замечания о доказательствах 


Главный новый момент в доказательстве (помимо техники, раз- 
витой в (BFM,] , [ВЕМ,] ) сяязан с произведениями. Суть деле 
мохно уясвить на следующем частном случае. Рассмотрим замкнутые 
вложения {:Х-—\, 9:У— конечной “ОГ -размерности. 
Пусть ограниченный комплекс Г” локально-свободных пучков wa Y 
является резольвентой пучка £, & 78 (ts — соответствующей ре- 
зольвентой пучка 9» бу на 7. Композиция gt также будет ко- 
нечной Тот-размерности, поэтому пучок (gf) Ох имеет анало- 
„тичную резольвенту Е” ва Z. Если комплекс Г” продолжается до 
комплекса Р° лонально-свободных пучков ва Z, то в качестве 
можно взять тензорное произведевие комплексов f° u G ; в этом 
случае формула произведения % (0; . 9 )=a(O,)-0(4) очевидна . 


Одвако обычно влтебраического расширения пучка ЕЁ” до пучка на 
Z wer, Hes даже локальвого продолжения (см. [PS] ), и самое, 
большее, на что можно надеяться,- это получить продолжение ЕР” 
пучка Р° как комплекса топологических векторных рассдоений на 
Z. В таком случае встает задача: связать E* с топологическим 
комплексом Ё’@ (°. Эта задача, aun произвольных {Ё-совершен- 
вого и д-совершенного комплексов выесто 0, и О, ‚ решается в 
гл. 3. Было бы важным знать таке, в какой степеви комплексы Е 
и 4 определяют комплекс Е” алгебраически (ср. $ 10.11 ч. Г). 

Доказательство того, что преобразовавие Римана ~ Poxa % 
корректно определено и согласовано со взятием прямых образов и 
обратных образов, аналогично соответствующему доказательству из 
[В ЕМ,]; бивариантный язык позволяет при этом сделать некото- 
рые формальные упрощения. Дия построения прямых образов исполь- 
зуются результаты Квиллева о канонических резольвентах [Qui,]. 
Доказательство инвариантности ориентаций морфизмов п.п.п. при 
преобразовании of ($ 4.7) является вовым, в HEM существенно ис- 
пользуются общие (бивариантные) произведения. 
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Глава 2 
ФОРМУЛИРОВКА ОСНОВНОЙ ТЕОРЕМЫ 


«I, Бивариантная алгебреическея К-теория 

.2. Морфизмы конечной Тог-размерности 

3. Морфизыы локально-полного пересечения 

4. Теорема Римана - Роха 

5. Характер Чжевя 

6. Теорема Римана - Роха для теорий с носителями 


$ 
5 
$ 
§ 
у 
$ 


§ 2,1. Бивариантная алгебраическая К-теория 


Для простоты мы ограничимся категорией квазипроективвых 2 
схем нед полем. Пусть дан woppuaw f:X —~Y. Комплеко!) A 
пучков Ох-модулей называется _Ё-совершенным, если для некото- 


poro (или любого) разложения # в композицию замкнутого вложения 
{: Х—Р и гпедкого морфизма р:Р—-У комплексе i ( A’) 


пучков 0-модулей квазиизоморфен некоторому ограниченному 
комплекоу локельно-свободных пучков. 
Группа 


Kot (ХУ) 


~ это фекторгруппа свободной абелевой группы, порожденной клас- 
сами [5”] квазиизоморфвых #{-совершенвых компленсов ва X, по 


1) я. Я?, peZ 
Ie Ki наб UKOB ‚ PEL Ln нич- 
ных то ЧР: AP Яр ‚ тазих что diate deo я 
Комплекс называется ограниченаыи (6 ), если ЯР. 0’ для 
pe HPOMe конечного Mla, звнчений р. фомомо комплексов 

— Jd’ - это набор гомоморфизмов AP » коммутирую- 
цих о граничными гомоморфизмами. Гомоморфизы называется квазиизо- 
морфиз:0м, если ивдуцировавные им морфизмы пучков гомоло ABIA~ 
DICH изоморфизмами, или, эквивалентно, если цилиндром этого го- 
хоморфизма является точный (ацикличный) комплекс . 


Ta: 2. Формулировка ооновной теоремы ХЗ 
модулю соотношений 
я: }=( a; 1+( 43], 
которые выполняются для всех точных последовательностей 
0—~- A; + A, —~ я; —0 


Ё-совершенных комплекоов. 
{) Дия произвольной диеграммы 


У. 
у № 

в коворой а = [я]. ‚ 6-[%'] , произведение а.в  опре- 
делим ках класс I Ae, LE*L'] , где левый пооизводньй 
комплекс Lf" - это xounnexc  Ё*У’а 5” - комплекс 
‘покально-свободных {или плоских) С`-модулеи, квазиизомо рфный 
компленоу J. Доказательство 0#{-ооверненвооти тензорного про- 
изведения комплексов @, LEK даво в [ SGA-6, га. ИТ, 


$ 4.5]. 
2) Для произвольной диаграммы 


x ПИН. rer ¥ 
8 
® 
4 
в которой a=[A"], определим прямой образ f,0 как клас 
[R£, "1, где правый производньй комплекс КЁ A" - это вомп- 
лекс f,J°, а 9’ - комплекс инъективных б,-модулей, квазиизо- 
морфный комплексу A’, воли морфизы #- соботвенный, а комплекс 
A’ является дЁ-совершенным, ro комплеке К,.4° будет g-co- 
вершенным ( [5СА-6, ra. III, $ 4.8] ). Поэтому огравиченными 
морфизмами в алгебраической К-теории служат собственные отоб- 


ражения. 
Ez. 


XK 2 
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3) Пусть расслоенный квадрат 


' 
х—х 


£! + © 


y'—> Y 


независим, т.е. Tort (0, ,0,)-0 ana &>0 ‚и 

а. 1] . Определим обратный образ 3 "а как класс 

Г g’* (A*) Т . Предположение о Tor -независимости квад- 
para гарантирует #{’-совершенность комплекса Г9 Я ( [SGA-6, 
гл. III, п. 4.7.2] ). В качестве независимых квадратов в апгебраи- 
ческой К-теории берутся ТОГ -независимые расслоенные квадраты. 

Группа Кош (Х Х) кавонически изоморфна группе Гро- 
тендика к га. алгебраических векторных расслоевий (локально- 
свободных пучков) наХ. Группа Koe,(X—pt) кавовически изо- 
морфиа группе Гротендика Ko 4X когерентных пучков на X; 
это сводится к тому факту, что когерентные пучки ва Х имеют 
конечные локально-свободные резольвенты на любом неособом много- 
обрезии, содержащем Х. Описанвые выше произведения, прямые об- 
разы и обратные образы доставляют обобщение хорошо известных 
свойств этих групп. 

В случае когда Х - точка, группа Katy (X --у) равна 
Z, если Ё преобразует Х в веособую точку пространства Y, и 
тривиальна, если # отображает Х в особую точку. Заметим, что. 
для бивариантных гомологий всё наоборот (см. $ 3 a. Г): coorser- 
ствующие группы больше, если 4(Х) - особая точка. 

Более подробное и изошренное описание груп Кам (Х —У) 
nano в  [SGA-6, ra. 19. $ 3.3], где они определяются как группы 
Гротендика триавгудированной категории #-совершенных комплексов. 
Там же можно найти все сведения, необходимые ANA проверки аксиои 
бивариантной теории. 


2.2. Морфизыы конечной т? размерности 


Морфизи #:Х —У квазипроевтивных схем имеет конечную. 
Tor -размернооть (или, в терминологии (ЗСА-6 | является совер- 
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шовным уорфизмом), если судествует такое N, что 
У = 
Тот 1G, +4) = 0 


ana всех i>N x всех когеревтных пучков 4 на У. Важными 
примерами таких морфизмов слукат: 
I) пюбой морфизы f:X—+Y в веособое У, в частности 
отображение из произвольного Х в точку; 
2) пюбой плоский морфизы, в честности гладкий морфизм; 
3) любой морфизы покально-полного пересечения (см. $ 2.3); 
4) любая композиция морфизмов ковечной “ТОГ-размервости; 


5) любой морфизы #’: ХУ’ из РГ -независимого рассяоен- 
ного квадрата 


g! 


х——х 
2 £ (1) 


уу 


5 


в котором f имеет конечную Tor -размервость‹ 

Условие конечной Tor -разыерности морфизма Ё:Х-—=\ par 
HOCHABHO тому, что структурный пучок 9, (рассматриваемый 
как комплекс с единственной ненулевой компонентой в размерности 
нуль) является {-совершенным комплексом. Пусть 


9, =[0;] 
“= элемент ив Код» (X -2-У), задаваемый пучком 0х. Эти клао- 
сы задают кавонические ориентации в смысле $ 2.6 4. I. Далее, 
для квадрата (I) выполнено соотношение g*(O,)= бр! . Боди f 


отображает X в точку, ro O, есть обычвый фувдаментальный 
класс [0х] из Kee (Х). £ | 


§ 2.3. Морфизыь покально-полного пересечения 


пересечения (л.п.п.), если для некоторого (или июбого) разложе- 
вия Ё в композицию заыквутого вложения &:Х —Р и гладкого 
морфизма р: P——>Y вложение i регулярно, т.е. Х ‘задается 
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в Р покально-регулярной последовательностью функций (ом. 
SGA -6, ra. YIIj). Если слои гладкого отображевия Р имеют 
размерности т, а Х задается в некоторой окрестности точки х 
вР регулярной последовательностью, состоящей из е функции, 
ность е-т . Относительная коразмерность в общем случае явия- 
ется локально-постоявной функцией на X; мы будем рассматривать 
AMOS морфизыь л.п.п. постоянной относительной коразмерности. 


Katy X ‚ определяемый формулой 
Ш = i*(T,)-N, 


1 м 

где Tp = (0 р ик) - относительное каоательное раослоение отоб- 
ражения р, а’ N=(J/J*)~ нормальное расоловние к i; здесь 
J - пучок идеалов подохемы X в Р (см. [SGA-6,.rn. yit}). 

Рассмотрим морфизм л.п.п. f:X—~Y комплексных квазипро- 
ективных схем относительной коразыервости {.В [BFM,] были 
построены гомоморфизмы Гизина в сингулярных гомологиях и когомо- 
догиях (с целыми коэффициентами). Данные там конструкции фактиче- 
ORM приводят к ориевтациям 


Л; в Кир (Х— У) 


в НХ), 


me К (соотв. H ) - бивариавтвая хопоногическая теория, 
построенная по четной части К-когомологий в топологии (соотв. 
по обычным когомологиям) в гл. Зч. I. Напомним общую схему это- 
го построения; подробности ‘можно зайти в [ВРМ,, $ 1V.4]. 
Выберем какое-нибудь разложение отображения { в композицию 
замкнутого вложения {:Х— УхМ , где М - неособое многооб- 
разие размерности И, и проекции р: УхМ—-У. Поскольку про- 
екция р - вормально неособое отображение с комплексным нормаль- 
вым раослоением,р обладает сильными ориентациями в Кир и Н 
($ 4.1 4. I). Поэтому имеют место кавовические изоморфизмы 


K tgp (X£~¥) = Kyog, (Xe ¥xM) 


НХ fey) = НЯ *"(х-Ьухм). 


Ta. 2. Формулировка основной теоремы 135 


Таким образом, достаточно рассмотреть случай регулярного вамк- 
вутого вложения Ё:Х —= Y коразыерности d. Возьмем какое- 
пибо алгебреическое векторное расслоение Е на Y и алгебреиче- 
ское сечение S:Y—~E, обращающееся в вуль (в смысле теории 
схем) на Х. Тогда нормельное расслоевие N к схеме Х, вяожен- 
ной в У, естественно расположено в ограничения Е на Х. Bude- 
рем классическую окрестность V подохевы Х в \ и компиеконое 
подраослоение С расслоения EIV, такие что огравичение C na X 
дополняет N до ограничения Е на Х. Обозвачим через @ фактор- 
расслоение E/C ва V и через &:У—О - композицию 8 |У 
с каноническим отображением E на ©. Уменьшая при веобходимо- 
сти V, получим отображение 8 пары (У,У\Х ) в пару (@, ОХ 
{0}), где {0} обозвачает образ нулевого сечения. 
Рассмотрим теперь класс Кошуля - Towa Agé Ки» (Q, 
Q\ {0} ) комплексного векторного расслоения Q ; xmacc Ag 
задается Kownzexoow Кошуля A’ (Q”) ол я: gy = 
key) пы 8* (Ag)e K top (У,У\ Х)= K top(¥,Y \X) 
= Кир В 


Л =8* (Ао) в Ktop (XY), 


Аневлогично если Ugs H4(Q,Q\ {0} ) - класс Towa pac- 
слоения (), положим 


Up = 3*(Ug) в НА (Х-РУ). 


Из результатов [BFM,, § 1.4] следует, что введенные ориен- 
тации определены корректно. Можно также проверить, что эти 
ориентации язляютоя кеновическими в смысле $ 2.6 ч. Г: компови- 
цией морфизмов л.п.п, будет морфизм л.п.п. и Ле" Ag “Ag i 

Uge =0;. 04 . далее, если морфизы f в ТЮГ-независимом нвадч 
pare (1) является морфизмом л.п.п. коразмервости 4, хо морфизи 
f' теков жен 9“Л;=Лр’, 9" рр. 


$ 2.4. Теорема Римана - Роха 


Построим по произвольному морфизму .#:Х —=\Х комплексных 
проективных схем гомоморфизм 


a: Ки (X£+¥) Ky, (X£+Y) 
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по следующему правилу. Выберем такой морфизы у: Х—М в не- 
особое многообразие М, чтобы морфизы {=(Ё,у) определял глед- 
ное вложение схемы Х в \хМ . Для всякого #-оовершенного 
комплекса «Ява X существует ограниченный комплекс Е” ло- 


me . . 
называется резольвентой комплекса A’. Рассматривая Е 
Kak комплекс топологических векторных расслоений на YxM, точ- 
ный вне Х, с помощью разностной конструкции расслоений (см. 


п. 3.1.2) получаем элемент [ E'] из 


9 x x = в: 
ко, (У*М ,Y*M\X)= Кир(Х-Ё-У>М). 


Какив $ 2.3, группа Kop (XY хМ) канонически usowoppaa 
группе Кир (X+4+Y), Поскольку резольвента едивственна с точ- 
ностью до квазиизоморфизма и для точных последовательностей 
можно построить точные последовательности резольвент (cu.[BFM,, 
прид. 2]), формула 5 [Я”] = [Е°] задаех следующий гомоморфивы, 
который мы назовем гомоморфизмом Римана - Роха; 


ws Katy (X£-Y) Ky, (X£+ Y). 


TROPEMA РИУАНА - РОЖА. 1) Гомоморфизы a << не вависит 


45 ot Koy — К является преобразовавием Гротендика 
бивариантных теорий (§ 2.7 ч. I). 

3) Ели £:X—~Y - mopdusw льп.п., то (Ор) =Л,. 

Эта теорема внлючает в себя вое результаты работы [ВРМ), 
a тем самым и результаты работн [АН], касающиеся неособых ал- 
гебраических мвогообразий. Преобразование w в случае токдест- 
венного отображевия является естественным отображением из К. 
в К Х (в [ВЕМ,] оно обозначено через с”) и сопоставляет 
HORAABHO-CBOCOAHOMY пучку (аягебраическому векторному расслое- 
нию) ассоциированное с вим топологическое векторное расслоение 
Дия отображения из Хв точку преобразование w совпадает с 
И в [BFM,] отображевяем <, из группы Гротендика 
К“ЗХ когеревтвых пучков на Х в топологическую группу 
К-гомологий КРх ‚ построенную в [ВЕМ)]. 


or 
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` BOCTH, P66 коммутативвость квадрата 


ах коРх 
fy fy 


a 
ке кору 


является частным случаем перестановочности о CO взятием пря- 


к хо ках С° Фа. к 


to 
® 
is орк ® К Px 


® м 


alg. Os top. 
Ky 2X +> ky Px 
является частным спучаем перестановочнооти w с произведениями. 


Из утверждения 0 переставовочнооти с с произведениями вновь 
получается утверждение из [BFM,] 0 перестановочности © 

с внешвимк произведениями К,(Х,)® К,(Х,)—-К,(Х.хХ,). следую- 
wee следствие лишь упомянуто, во не доказано в tarM, я 


СЛЕДСТВИЕ. Пусть f :X—Y - морфизы л.п.п, Тогда диа- 
граммы 


fy fy (SGA-6) 


i i ( Верхье) 


комыутативвы, 
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Гомоморфизмы Гизива f, и в Katy (соотв. в Ktop ) 
определены здесь в соответствии с общим формализмом, развитым 
8 § 2.6 4. I, по каноническим ориезтациям 9; (соотв. Ay ), по- 
строенным в $ 2.3. В первой диаграмме морфизы f считнется соб- 
ственным. Во второй диаграмые содержится утверждение 0 согхасо- 
ванности с взятием ограничений на открытые подсхемы. 

Как было отмечено в [ВЕМ,], ва всяком многообразии с 
особенностями Х имеется естественная ориентеция {Х} = & (0, )е 

Х , которая согласуется с обычной ориентацией, если Х = 
комплексное неособое многообразие. В действительвости из утвер- 
ждения 3) теоремы Римана - Рохв сиедует, что любой морфизы 
Ё:Х —-У конечной Тог-равыерности имеет каноническую ори- 
ентацию 


Ag> (0) < Ky, (X-£-Y). 


Эти ориентации ведут себя должным образом по отношению к взятию 
композиции отображений и ( Tor -везависимых) обратных образов 

и совпадают с описанными в $ 2.3 ориентациями, в случае когда 

Е - морфивы л.п.п. Используя эти ориентации для задания гомо- 
морфизмов Гизина в Кир » можно дать обобщение предыдущего 
следствия на произвольные морфивмы конечной Tor -размерности. 
Например, если £:X—~Y- произвольный морфиэм конечной Tor - 
размерности, то : 


f£*{Y}={X}. 


Bonu схема X проективна, то из свойства ковариавтности, 
примевенного к отображению f из X в точку, получаем 


£, {X}= x (X, 0,)= Ст НХ, 0%) 
в К. 2. 


lowe морфизы £:X—~Y - плоский и соботвенный, а охв- 
wa Y связна, то арифметический род слоя Xy= =f~"(y) ве вави- 
cur от ц. Более того, специализацией класса ориентации общего 
слоя является класс ориентации специального слоя. Согласно фор- 
мализыу, развитому в $ 3.4 4. I, это вытекает из следующего част 
вого случая свойства перестановочности © со взятием обратного 
образа. 
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СЛЕДСТВИЕ. Пусть f£:X—~Y - плоский а, eY и 
it {y}-Y - вложение, Тогда у 


i*o (6, ) = x) 
в К (Xy— Ку’. 


§ 2.5. Характер Youn 


Расомотрим преобразование Гротендика 
ch: Kp He 


из топологической К-теории в гомологии с 'рациональныыи ковффи- 
циентами, соответствующее характеру Wenn в когомологиях ($ 3.2 
ч. Г). Aaa всякого морфизма Ann. ages кавонические 
ориентации Л; в K top (XY) и и в H(X--Y) овявавь между 
собой формулой Римана - Poxa 


ch(Ag) = (т)... (2) 


Эха формула следует из давного в $ 2.3 описания этих клаосов м 
формального тождества 


ch(Ag) = (9). Ug 
MB H*(Q,0 \{0}) , справедливого для любого векторвого расслое- 


вия Q. 
Определим преобразование Гротевдика 


с: Ки — На 


как композицию T= chea . Boe утверждения $ 1.2 относительно 
© немедленно вытекают из lie aa ‘утверждений относи- 
тельно OL. 


+6. Теорема Римана - Роха для теорий с восителями 


Есии комплекс Е” векторвых расслоений точен вве иекоторо- 
го компактного подыногообразяя, то его хврактер Youn лежит в . 
когомологиях с компактными носителями. Это свойство обобхаезтся 
на преобразование Гротевдика бивариантных теорий. Определчи 
группу Ка (X У), как это сделано в $ 2.1, но используя 


18* 
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лишь re #-совершенные компяексь, пучки гомологий которых имеют 
компактные носители. Рассмотрим бивариантные теории и He 
с носителями, построенные по теориям Ky, и На с помощью 
процедуры п. 8.8.2 ч. I. Тогда существуют преобразования Грозен- 
дика 
= ch 

Raty E> Rigg Ho Fg - 
Преобразование & получается точным копированием ковотрукции для 
преобразования a; преобразовавие ch строизоя из обычного ха- 
рактере Чженя с помощью перехеда к пределу. Если обозначить ком- 
позицию eo через T, то ассоцииревеннее преобразование T, 
принимает значения в обычных (сивгулярвых) гомологиях. 


Глава 3 
КОМПЛЕКСЫ 


$ 3.1. Топологические Kowndexcn 

$ 3.2. Немного гомологической алгебры 
$ 3.3. Одво приложение 

$ 3.4. Основная лемыа 


В этой главе лод комплексом Ев аддитивной категории по- 
нимается огравиченный сверху комплекс 


== ЕР. ee See, 


Степени +1 (т.е. 4” dra 0 ). Объекты ЕР вазываются ком понен- 
ами. ЛОС, Е’. Авалогично Двойной комплекс. E’ состоит 48 


объектов ЕР , причем EP $20 при Р>0 или 4>0 , и гра- 
amy dP ЕР ЕР, ate: EPs ЕР, Дия которых 


4:4: =0 =Аи4н 0 dy i. - Чи; . Двойной комплеко мож- 
во интерпретировать как комплекс комплексов любым из олодующих 
двух способов: 


ang By, pet. 


или - | 
и 


Подньй комплексе tot (Е°”) - это обыч коижоко, п-й ие 
пней. которого явлетоя › Pn EP? , с границей 4 
УаР9 + (1РУ а И" пдеко обычный ини двойной 


вого числа, `вулевье. 
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3.1. Топологические комплексы 


Рассмотрим ограниченные комплексы Е” хопологических век- 
торных расолоений на топологическом пространстве. Как и в гл. 
ч. I, предполагается, что все рассматриваемые пространства до- 
пускают замкнутые вложения в эвклидовы пространства. 


в.д, ЛЕММА. Пусть эпиморфиви oy": E° ——E"’" комплексов 


топологических векторных расслоений таков, что комплекс 1,’* 
ker(y*) , вадаваемый ядром этого эпиморфизыа, точен, Тогда су- 


цествует такой морфизы комплексов у’: Е'—— Г” , для которого 
ивдуцированное отображение 
Е’ yey, Е’'Ф г 


авляется изоморфизмом, 

Доказательство, Комплекс L’ расщепляется в прямую сумму 
комплексов  V(n)',asn&6 , где У(п)’ имеет ненулевые ком- 
поненты только в размерностях п-{ и Л. Последовательно расце- 
mann номпиекоы V(n) пря n=6 ,6-1,... , можно построить под- 
комплекс Г°в Е’, такой что гот’ = Е’. Подробности предо- 
отавляем читателю. 


3.1,2. Пусть А-открытое подпространство пространства Х. Onpe- 
делим К (Х,А) как факторгруппу свободной абелевой группы, по- 
eg) классами ее коиплекоов E” векторвых расолое- 


а. i "—0; (11) [Е']=0 , если комплекс 
Е° точев ва X; (itt) [E rte ai. eoau комплекс Е” на 
Хх[0,1] гочев ва Ах[0,1]. Фувитор (Х,А)==К(Х,А)контрава- 


риавтен относительно отображений пар, и тензорвое произведение 
«комплексов определяет ввеншние произведения 


K(X,A) @ K(Y,B) 4+ K(X*Y,X*BUA-Y). 


Пусть К° - чётвая часть топологичеоких К-когомологяй, 
рессмотренная в $ 3.1 ч. I. Дия построения формулы Римава - Poxa 
нам нужны ковтравариавтные гомоморфизмы 


K(X,A) —> Kip (XA), 
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согласованные о произведевиями. Эти гомоморфизыы задаются раз- 
ностной конструкцией расслоений, описанной в [BFM,, прил. 1). 
В действительности эзи гомоморфизыы являются изоморфизмами. Нем 
достаточно, чтобы Х было полиэдром, а А - дополнением к подпо- 
пиэдру. В этом случае можно воспользоваться результатами работы 
(BFM,]. 

3.1.3. Комплекс векторвых расслоений Е” на пространстве Х за- 
дает в каждой точке х из A комплекс векторных пространств 
Е”(х) . Любая компонента ЕР?”(х) двойного комплекса Ё”” яв- 
ляется комплексом векторных простравств, 9-й группой гомологий 
которого служит 


НУ (B(x) = Ker (429 (=) (460). 


Для произвольного открытого подпространства А в Х раоосмотриы 
огравиченные двойные комплексы Е’ на Х, удовлетворяющие усло- 
BRD 


(+) Для всех 2EA и всех 4 комплеко 


pel 


vee HY (EP (x) HY (EP (x)... 


(гразицы в котором индуцировань охображениями 4; (x)) точен. 


Полный комплекс tot (Е*°)), соответствующий любому такому двой- 
вому комплексу Е”, предотавияет особой огравиченвый комплекс 
векторных расслоений wa Х, точный ва A, и, следовательно, опре-- 
деляет некоторый элемент [ 21 (Е”)] из K(X, А). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ. Пусть двойные комллекоы Б”, Е” удовлетво- 
ряют условию (*). Предположим, что для всех p,q существую 
эпиморфивыы зокторных раролоений у?’ из pha’, РЯ 
твкие что ы ; ' sai 

Dy Howmysuoyer о rpawmeus dy, rie. dy yy? dh? 


для всех р, $; 
2) дия всех р, 4 и всех хеХ отображения 


НИЕ” (х)) —= НЕ” 2), 
индуцированные эпиморфизмом у, ЯВЛЯЮТСЯ изоморфизиаыи; 


144 Часть ТТ. Произведения в формуле Римана - Роха 
3) для всех р, у и воех xeA коммутативна диаграмма 


HE (EP (x) Hd (ЕР) 


| 


НЗ (EP (xy) end (ЕР) 


в которой горизонтальные отображения индуцированы граничными 


гомоморфизмеми (|, а вертикальные - эпиморфизиом у. 
Тогда [№ Е] =[totE“] в K(X,A ). 


Доказазельство. В силу условия 2), ядро LP кеждого из 
эпиморфизиов ур’: EP?’ EP’ является точным комплексом. Pac: 
смотрим [/” как двойной комплеко с 4.= O . Согласно продыду- 
цой лемые, существуют гомоморфизмы \?’’: ЕР”, такие что 
уР’’@ УР’° осуществляет изоморфизы ЕР” ва Ё”"® 1?’°. заме- 
няя Е” ва E°® 1”°’, можно считать, что вое эпиморфизмы уР9 
суть изоморфизмы векторных расслоений. 

Рассмотрим двойной комплекс Е . с теми Же компонентами и 
тем же гравичным гомоморфизиом и, wo и у комплеков Е”, но 
с гравичным гомоморфивыом @;, определяемым по соответствующему 
граничному гомоморфизму комплекса Е” с помощью y, т.е... 


> + yi 
EPO Ere are? - 479, a? 4 (y? 4,9) dP yh, 
Ясно, что У осуществаяет изоморфизы комплексов т” и Е”. 


и остается лишь показать, что [tot E”]<[tot Е”). 


Ais досуигвется прямым построением гомотопии из tote” 

в E” . Расомотрим проекцию :Х»{ 0,1] —Х м введем 
комплекс, ЕР = rt EPS | где 4». *(d2*) в 479 = 1. 47% 
+(1-t) 47% в точке (x,t). Тогда Ё” является двойным комп- 
лексом на Х»[0, 1] и для всех (x,t) из Х»[0, 1] и всех 
4 комплексы 


+ PHY (EP (x,t) — НИЕ” (x,t)... 
(с гравицей, ивдуцировавной d,) и 


ve SHOE? (x)) — НИЕ”)... 


q 
(с границей, индуцированаой 4; или 9; ‚- в силу предположе- 
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ния 3) это одно и то же) изоморфны. Следовательно, для xe А 
эти комплексы точны. Поэтому комплекс tot (Ё”°) ва Х»[0, 1] 
точен на Ах[0, 1] , причем ero огравичением при t=1 служит 
комплек tot(E"), а при t=0 - комплексе tot(/E*’ ), чзо 
и завершает доказательство, 


3.1.4, В 8 3.4 нам потребуется также следующее утверждение . 


ЛЕММА. Пусть Y - замкнутое подпространство в. 7; предпо- 
noxuu, что Y является окрестностным деформационным ретрактом в 
7, . Пусть, делее, F’ - ограниченный комплекс топологических 
векторных расслоений над \ с граничными гомоморфизмами ЦР; 


ЕР--ЕР*! . Предположим, что каждое расслоение ЕР продол- 
жаотся до векторного расслоения FP ES 2. Тогда существуют 
граничные гомоморфизыы d?>:F?——FP+! | продолжающие гомомо 
физмы Ри превращающие Р” в комплекс на 7, (т.е, 44-0). 
Доказательство. возьмем окрестность U подпространства Y 


в Z, деформационным реграктом которой является У. с помощью 
этой ретракции продолжим Ё” до комплекса Е, векторвых рас- 


слоевий вад U с граничными гомоморфизмами Ч: й 
Поскольку вое продолжения расслоевия FP на ори мох- 
но считать, что FF FP ly + Поэтому можно положить = 


у. 4', » Где у - произвольная непрерывная функция, равная 
Я на У инулю в некоторой окрестности подпространства 2\ И. 


3 Немного гомологическо. jb 


В этом параграфе рассматриваются абелева категория 6 и 
забор Ф ee объектов, такой что каждый объект категории @ 
является гомоморфным образом некоторого объекта из $; предпо- 
ложим также, что вабор замкнут относительно образования ко- 
вечных прямых сумы. Например, в качестве категории @ можно 
взять категорию когерентвых пучков на квазипроективной схеме, 

& в качестве - совокупноозь всех локально-свободвых пучков 
Если пара (6,9 ) удовяетворяет указавиым предполохениям, то, 
как хорошо известно (и как вытекает из приводимой нихе леммы), 
этиы же предположения здовлетвориет пара ( 6’, 9’), где 6’ - 
категория всех (ограниченных сверху) компленсев в категории @, 
а ' состоит из воех комплексов, объекты которых ленат в $. 


3.2.1, ЯЕММА. Пусть А’ - комплекс в xareropuy 6. Предпояоккы, 
что ANA каждого п заданы морфизы и“: А" —В`и эпиморфизи 
pt: (">> В" . Тогда существую? компеже Е в бо Е"Е$, 


19 
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эпиморфизи комплексов у": ЕыА° и ДЛЯ. каждого п морбиви. 
5"; Е“— 0", такие что диаграмме 


Ав" 


коммутативна, Еопи вое ov” являются эпиморфизывыи, то и вое 5^ 
и вое ивдуцированные отображения Ker (p")— Ker( pl) ха. 
но B ъ эпиморфизыами, 


Доказагельство. Прежде всего рассмотрим раослоенные квадраты 
=n 
ие 


В п 


ce 
a! 

Мы хотим поотронть комплекс Б’ с компонентами Е"е $ и эпи- 
морфизыы 6": Е"—- Л" , такие что гомоморфизмы pts pred” 
определяют морфивы комплекоов у’. После этого не ротааилет 
труда проверить, что построенные Е, 7 к 6 2a. д Пудов- 
дотворяют прелъявляемым требованиям. 

Пусть 4“: А^--А"” - гравичный гомоморфивы комплексе 
А’. Выберем Fe $ и построим коимутативную диаграмму 


Е en, py 


в уторой F* эпиморфво Spel ва расслоенное произведе- 
вне объектов D™ и 0" ии 
Рассмотрим теперь комплекс E*= F"eF с граничным 
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томоморфизмом 4“; Е"—Е”°", заданным формулой d%x,y)=(0,r), 
и определим rouwoppam 5": Е" D" формулой (х,у)= 

р + a “pe . Легко проверить, что ивдуцированное отобра- 
жение у"» р" коммутирует с граничными гомоморфизмами комб 
лексов to 


3.2.2. et Пусть, как и выше, А’ - огравиченвый к м 
пекс в абелевой категории G с выделенным семейством $. Пред- 
толохим, что для каждого п выделена резольвента ` 


oma gmat, | ОМА О. 


Тогда существуют двойной комплексе Е , являющийся резольвентойм 
коипленса А’, т.е, точная последовательность комплексов 


а . 1 . . 
eB ae BF. ep aa og, 


в которой EME, ого п сюръективвый квазиизомор-. 
м комплеков Е^’—-("”>°, такие что диаграмма 
т 


Показазольствр. Примовим лениу к комплексу A’ с тождест- 
венными отображевиями м“ из АЛ в АПи эпиморфизмами р" 
из (“в А“, зедваными условием предложения. Получим ддт 
лекс Е” с компонентами ив 5, эпиморфизы ив E” 


—- А a yas кеждого п ommopiam Е”, в", такие 
что диеаграима в ow 
at em a 


коичутативиа. Пусть К’ Ker(E"™ —A),L* =Кег (em? AY, 


Существуют индуцированные эпиморфизим K%—L" . neseopas эту 

процедуру, построим комплек Е’ < компонентами ив 

зпиморфизы комплексов Е’ К’ и эпиморфивиы E™ 
ix 


“4 
о, 
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такие что диаграмыы . 
Eg =4 > с”, 1 


мощь 
комиутативны, а индуцировавные отображения ядер вертикальных 
стрелок сюръективны. Продолжая эту процедуру, получим искомую 
резольвенту ЁЕ’° комплекса А’ и искомые квазиизоморфизмы EBM: 
в OMe, 

$ 3.3, Одно приложение 


В этом параграфе мы применим результаты $ 2.2 из гомологи- 
ческой алгебры к когерентным пучкам ва квазипроективных много- 
образиях. Как всегда, все комплексы ограничены сверху. 


3.3.1, ПРЕДЛОЖЕНИЕ. Пусть } :Y—+Z - замкнутое вложение ква- 
зипроективных схем и РЁ” - комплеко локально-овободных пучков 
ный 


ва Y, такой что при каждом р ствует локально-свобо 
пучок за И, для которого fe Р)= ЕР, Пусть, далее, $ 


комплекс локально-свободных пучков на у. Тогда. существуют: 


1) комплекс а’ локально-свободных ков на 7 и квази- 
изоморфизы (“—= }» (9) 


$ . 
2) двойной комплекс Е  локально-свободных пучков на Z 
и морфизы двойных Комллексов 


Е“— jx(F'0); 
3) для каждого р сюръективный квазиизоморфизы ЕР ЕС’, 


такие что дизграмма . $ 
ВР, Роб" 


j,(F°@B") = 2 ®)}„(В°) 
коммутативна. ое вертикальное отображение индуцировано. 0т00- 
ражением Т), а левое вертикальное отображение — тображением 2)). 


Следовательно, каждое отображевие EP?’ be( Flo Qo’) явля- 
ется квезиизоморфизмом. 
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Доказательство. петь ё - - категория комплекоов когерент- 


ных пучков на Z, a - 26 комплексы, компоненты которых ле- 
кально-свободны. Выберем какую-нибудь резояльвенту комплекса 

й . 

PD по объектам из 9 ‚› т.е. точную послед овательность комп-. 
лексов 


eG, gj B)—~0 


докально-овободных пучков (вв 7. 
Двойной комплекс be (Fe) можно очитать компленоом в 
категории @: 


„— РЯ) j, (Fe.B)—..., 


и каждый объект $» (F"eS)) =" (7) имеет выделенвую ре- 
зольвенту: 


Е В Pej, (8-0. 


Из предяожения 3.2.2 следует поэтому, что существуют двой- 
ной комплекс в 6, который является тройным комплексом Е” 
покально-свободных пучков на 2, коммутативная диаграмма комп- 


лексов > EP! ePtla.: к, 


= 


ce ВР, БРА, Ш 


| | 


cee ЕР + ppel, 0, 


| | 


i, Рея") 68)... 
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в sore стоябцами и для каждого р сюръективный морфизы ЕР» 
ook” ® С°” двойных комплексов, являющийся квазиизоморфизмом 
относительно средней градуировки. 

Пусть теперь @'= tot (4°°) , а двойвой комплекс Е*”" пред- 
orananer собой амальгаму по второй и третьей градуировкам (так 
что EPS tot (BP *) +), Тогда оля, lig talaga квази- 

изоморфизмы ( И) x EP*__F?P@G" и отображение 
двойных комплексов Е”’—— fa (Г’е №’), которые, как легко 
видеть, удовлетворяют условиям 1) - 3). : р 
3.8.2. ЗАМЕЧАНИЕ. Если комплекс ГР” огравичен, а комплекс 
de (f°) квазиизоморфен некоторому ограниченному комплексу ло- 
кально-свободных пучков ва 7, то комплекс G’ и двойной комплеко 
Е”°’ из предыдущего предложения можно выбрать ограниченными. 
Действительно, если @’и Е’ - построенные в этом предложении 
комплексы, то для некоторого gO  подкомплекс 


0 —+Ker(d9) — 4-49 


... 


компжекоа (f° локально-свободен и квазиизоморфен комплексу С’, 
& комплексы 


рая 
п аз 
покально-свободны и квазиизоморфин комплексу Е””. Поэтому G 


и Е’ можно заменить этими срезанными комплексами, которые уже 
огравичены. 


Пусть i:X—+-Y , }:Г—-2 - замкнутые вложовия комп 
лексных квазипроективных схви, и пусть k= fot . Pacoworpay 
$- совершевный компнеко A’ ва Х и -базоршнный комплекс © 
покально-свободных пучков ва У. пусть Р-—=4, (4), 4—1»), 
E'—+tot (Е,(Я'0695))- резольвенты ограниченных комплексов локаль- 
зо-свебодвых пучков ва Y, С и 7 соответотвевно. Рассмотрим 
Р° как комплекс теполотических векторных расслоений на У, 7 
вых ве Х. ет F* задает некоторый элемент [ F°]. ив к 
( ais (Х- Ce Авалогично определяются элементы [ G Je 

sity! E’Je Kyp(X-2=Z). 


Tx. 3. Компленсы 15 
3.4.1, ЛЕММА. Предположим, что каждая коуповевта РР комплекса. 
F* продолжается до покально-свободвого пучка Ра 7. Тогда 


[Е] -[Р`]-[6`] а Кы(х-®-У). 

ЗАМЕЧАНИЯ. I. Произведение в правой чести этого равенства 
определяется следующим образом (ср. гл. 3 ч. Г). Согласно лемме 
3.1.4, можно продолжить гравичные гомоморфизмы 4" до гомомор- 
физмов 47; Р”-> РР” ва 2, превращающих f° в комплоко топо- 
логических векторных расслоений на 2. Тогда произведегием 
(F°]-[G'] явияется [10 (Ё'’® С°) ] . отметыы, что в обавы 
случае эти продолжения нельзя выбрать анёлитическими. 

2. В гл. 4 предположение о существовании алгебраических 
продолжений расслоений ЕР на пространотво 2 будет снято. 


AIO RO. Наше утверждение не зависит от выбора комп- 
леноов G u ЕЁ’. Применяя предложение 3.3.1, построим G, 


G—j,&, Е". Р-р eB") и ЕР } 


FPeG’ , 
удовиетворяющие заключению этого предложения. Поскольку каждое 
отображение ЕР” — {,(Р Ре JD )eors квазиизоморфизы, морфизыы 


tot (E")—> tot (j, (F'08')) — tot (j, (о = tot (k,(A'0 148") 


тоже являются квазиизоморфизмами, поэтому мы положим E’= tot (E"). 


Примениы reneps предложение 8.1.8 к двойным комплековы Е 
и E’=F'@ С° (с гравицей d,, ивлущировенной 4’) и выбран- 
вым выше отображения Е” Е РУ „РРе GY, нужное нам равенст- 
ва [tote] =[totE"] в Ки» (2,2 \Х ) будет доказано, если 
проверить выподвение условий I) - 3) этого предаежения. Первые 
два условия очевидны. Yeo касается третьего, то эвыетиы, что 
Bhd, (F'eJo') является резольвентой для всех |. learouy 
для каждой точки Ze Z выполнено равенство 


НУ(Е”(=)) = Tord (j,(F'@dd'), x (2), 


где 2(2) - node вычетов ограничевия структурного пучка g Ta 
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изоморфное @. Имеет место коммутативная диаграмма 


8% EP"), —— РО) 


И | 


Tor$ (J, (FP OB") „ж(1)) + Тот „(ЕР 188") из) 


all Ч 


НЧ (Рос (:)) = НР eG" (2) 


ь которой средний горизонтальный гомоморфизы индуцировав гомо- 
морфивыом 4”; РР ГР*! | а нижний горизонтальный томомо ризы 

~ гомоморфизмом 4Р: РРР. nee что РРе С° являет- 
ся резольвентой комплекса fa (ЕР @ ©’) ва Дичто при 24 

$ ( \) Boe группы в диаграмме нулевые. Условие 3) есть ус- 


повие коммугативности внешнего квадрата в зтой диаграмме. 


Глава 4 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ОСНОВНОЙ ТЕОРЕМЫ 


В этой главе для краткости будем писать Ко вместо К 
и Ky. вместо Кыр . Пусть #:Х—-У - морфизы комплексвых 
квазипроективных схем. Будем говорить, что морфизи у:Х хм 
разлагеет #, если М - неособое многообразие и (£,y) - замк- 
нутое вложение Х в УХМ . Пусть 


ot = ag: K, (X-4+Y)—K, (X-£-Y) 


- описвнвый в $ 2.4 гомоморфиви. 


0.1. ЛЕММА. Если у:ХЬ—М разлагаег #:Х —У и i:M—P 
- О вложение веособых многообразий, то а = =a ¥ . 
Доказательство. Эта лемма обобщает основную Sains из 
[BFM,, § 2] (последняя получается применением данной явммы 
к случаю, когда \ есть точка). В доказательстве этой теоремы 
использовалась деформация к нормальному расслоению многообразия 
МвР у; полвым пространством для этой деформации является раз- 
дутие W многообразия Px C вдоль Mx{0} , и потому сущест- 
Byer вложение ‘у многообразия Mx@ в W. В вешем случае дия 
доказательства вужво воспользоваться деформацией к пормельному 
расслоению подмногообразия Y*M в Y*P ; полным престрав- 
ством для этой деформации буде? Y*W, где W то xe, что и 
выше, и каноническим вложением Y*M*C в У*\/ буде? {*ф. 


Поквзатедьство проводится в точности тах же, как ив [ВРМ., 
$ 2.]Ha посдеднем mare доказательства потребуется показать, что 
гомоморфизы Towa ~ Гизива 


(1e), !Ktgp(¥*M*C,¥«M x6 \х)— K top (YW, Y* WAX) 


20 
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является изоморфизыом. Это вытекает из того, что у, а следовая 
тельно, и 1*W - нормально неособые отображения с комплексным { 
нормальным расслоением ($ 4.1 ч. I), 4 
4.0.2, ЛЕММА. Пусть £:X —У - собственный, а 9:У—7 -' 


произвольный морфизы. Пурть, далее, у:Х —М pasnaraer f ‚ 
причем М - проективное ивогообразие, а у: У— № разлагаот 3 
Тогда (yf ,y ) разлагает gf и диаграмые : 


£ (WE,9) : 
KO д Ko 2) 


коммутативна, : 
Доназательотво, В силу лемыы 3.1 можно считать M=P™ , 


Пусть i=(f,y) - вложение Х в УхР” и p - проекция 
из УхР” на У. Предыдущий кведрат является композициеи j 
двух квадретов: 


#,$) 
kx 2) a WFP) Kx Bf, 2) 
ix) iy 


pa 
к хр", Kv p" BB 2) 


| 


У 
к, 2) тк, 2) 


Коммутативность верхнего квадрата следует непосредственно из 
определений входящих в него гомоморфизмов. Коммутативность них- 
него квадрата легко вытекает (ор. [ВРМ,, § 4, (7)]) из двух 
утверждений: 

(6) внешнее произведение ($ 2.4 ч. I) 


Ka(Y4+Z)eKq(P*— pt) ++K, (¥*P"-2- 2) 


сюръективно; 
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(it ) диаграмма 


id 
К, (PP Apt ) НИ к, СР” me pt) 


i |. 


gia = 
K, (pt —>pt) ——+ К, (pt —+ pt) 
коммутативна. 

Утверждение (tt ) можно доказать прямым вычислевием, HONDAS 
зующим характер Членя [АНз] ; чисто геометрическое доказатель- 
отво дано в [ВРМ, , прил. 3 ]. Пусть A - произвольный фр- 
созервенный комплеко ва УхР" . Заменяя, если надо, комплекс 
A’ квавиизоморфным комплексом, можно считать ограниченным 
комплексом когерентных пучков. Тензорно домножая of на paccnoe~ 

ие О(т) при достаточно большом т, мы можем считать, что каж- 
компонента uA” является ф-регулярной, т.е. Ri, (А э0(1)}:0 
для всех (>0. Для доказательства утверждения (1 ) достаточно 
проверить, что существуют ф-совервенные комплексы Тр ву, 
05} Sn , и точная последовательнооть комплексов 


O—= p(T, )@ бб) — РТА) 0 Ст) — ... 
(т!) O(-1)—p'(T;) = Я—0. 6) 


Это, в свою очередь, следует из результатов Квиляена [Qu, , 
$ 7.8]. Квиллен построил для произвольного когерентного пучка 

на Ух P™ точную последовательность (+) , в которой Ty - 
когерентные пучки ва \. Поскольку эта ковструкция функториаль? 


на, она продолжается ва комплексы. Фактически Ту = Pp, (44°) = 
Rp, (9°), откудв следует ф-совервенность комплекса То, паз 
индуктивного построения посдедовательности (*) аналогично вы- 
текает, что вое комплексы Т; являются 4-оовервениыми, 
4.0.3. ЛЕММА. Пусть #:Х—Т sayareer помощью морфизмов 
у: 9, ХМ, i= 1, 2. Тогда © Е = 
Доказательство. Так как ssi i АЕ, 20, с0- 
гласно доказательству леммы 3.1, можно считать „М открытой под- 
схемой проективного пространства Р; ; пусть e - вложение Mz 
50% 
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в В. Ввиду симметрии достаточно показать, что a(t 594) =, | 
Поскольку (у;, ba Yo) также разлагает £ , а конструкция npe~ 
образования o& согласуется со взятием ограничений на открытые 
подохемь в объемлющем пространстве, имевм (91 *#292). oy (41 Ya) 
Применяя лемму 3.2 к композиции X—“+X —£Y ‚ тде id разла- 
тается с помощью иорфизма joy, , а f разлагается с помощью 


у: » получаем нужное нам соотношение (9142 9%) =щ91 , 


4.0,4, Ив лемыы 3.3 следует независимость гомоморфизма we 


or выбора у, равлагающего морфизы Ё ‚ Поэтому будем обозначату 
этот морфизм через ы; или просто %. Лемма 3.2 гарантирует пере 
становочность № со взятием прямых образов. Проверим перестано-, 
вочность a со взятием обратных образов. Пусть дан `Т0Г-неза-' 
висимый квадрат 


я 
У ae У 
Если у:Х —*М pasnaraer f , то yg’ разлагает #'. воли 
резольвентой #-совершенного комплекса A’ является комплекс 
° докально-свободных пучков на YxM., хо a Nl будет 
резольвентой комплекса ($*1)*(6”) ва Y’xM ( [SGA -6, 
ra. 17, п. 3.1]), откуда и получается вужное утверждение. 


4.0.5. ЛЕММА. Пусть Ё:Х-—\ - морфизы, М - неособое иногооб- 
разиа, у:Х—М - произвольный морфизы, р:УХМ —М - 
проекция. Пусть, дедее, & , Ap - канонические ориентации Р 
в Каи К, соответственно, Тогда диаграмма 


xx ED Yx Mj}——+ коей Y*M) 
20, =|-4, 


коммутативна., 
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Jogseazenisrio. Можно заменить Ё замкнутым вложением 
схемы в УхР , где P неособо. Тогда утверждение леммы 
является просто переформудировкой факта независимости 0 oF 
выборв вложения. 


4.0.6. Покажем, что % коммутирует с произведениями. Пусть 
ace K,(x--Y) , 66K, (Y 2). Нужно доказать равенство 


+ (a6) 29; (а). a9 (6) 


в K(X af.7), Предположим вначале, что Ри - BaMKuysue 
вложения. Пусть представителем для Q явияется #-совершенвый 
комплекс Ява X , а 6 имеет своим предотавителем 4-совер- 
шенный комплекс на Y. Рассмотрим отравиченный комплекс Е” ло- 
кально-свободных пучков на \, являющийся резольвентой комплек- 
са Я. согласно [ВЕМ, , прил., п. 3.2], для каждой ненуле- 
вой компоненты Fe сумествуют неособое мвогообразие м, ло- 
кально-свободньый пучок Р” на М; и морфизы у;: УМ: , гакио 
что у*(Р")=Р*. Пусть М - декертово произведение многооб- 
разий M;, а у:У —М - произведение морфизмов Wy . В 
силу леммы 4.5 можно заменить Z произведением Z*M, a. 3 - 
произведением чорфивиов (9,{). Поэтому можно считать, ЧРО ках. 
дая компонента F* продолжается до покально-свободного пучка на 
Z. Утверждение леммы следует тогда из результатов $ 3.4. 

Перейдем к общему случею. Пусть морфизмы у:Х —М и 
фу: У-—М№ равлагаю и $ - Тогда имеет место коммутётив- 
ная диатрамиа 


O58 k 
X——> YxM——> ZX NxM 


# р 7 


— 5 zn 
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в которой #= (1,9), fr у), kejxl ‚ а вертикальные 
отображения являются преекциями, Рассмотрим диаграмму 


к. фк.) 280+ к, (5) OK (4) 
s [0 * [er 
Ba 
KC) @ KG) SS к, (1) @ к, (3) 
| @r* | @r* 

4 228, 
K,(1) @ K(k) к, ФК. 


д. 


a 


к.) —— ки) 
| | Noe 
x, (ef) — Sh ка 


Коммутативность первого и четвертого квадратов следует из лемиы 

4.5, второго - ив леммы 4.4, а третьего - из доказанного выше 

частного случая настоящей леммы. Композиции вертикальных гомо- 

морфивыов дают произведения в алгебраической и топологической 
К-теориях, чем доказательство и завершается. 


4.0.7. Для ваверюения доказательства творемы Римана - Роха нам 
надо показать, что если Ё:Х —>\У - морфизы локально-полного 
пересечения, (№ ~ кавовическая nag” этого морфизма в 
K, (x£-Y) . звданная структурным пучком ‚а Л; - кно- 
пическая ориентация этого морфизма в К + (Х aS $ о Пн 
B § 2.3, то 


w (0,) 


Случай I: + - заыквутое вложевие и существуют алгобраиче- 
окое зехторное расслоение Е вал некоторой окрестностью Ч (в 
топологии Зарисского) подохемы Х в Y с голК Е «codi diméy) 
и сечение $: /--Е , обращеющееся в нуль в точности на Х (в 
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смысле теории схем). При построении класов Л; , описанном в 

$ 2.3, можно положить V=U , QE . Тогда класс Л, представ- 
ляется обратным образом комплекса Ковуля - Тома Л’л*ЕЁЕУ” при 
отображении в из (U,U\X) в (E,E\{0}). Ho этот обрат- 
ный образ совпадает с комплексом Ковуля Л’Е“ , заданным рас- 
сдоением Е и сечением в , и является резользентой пучка Оу 
на U . Поэтому комплекс Л”ЕУ предоставляет как Ag ‚таки 
«(6 , что и требовалось доказать. 


Спучай 2: f - звыкнутое вложение. Построим деформацию к 
нормальному расслоению от заданного вложения при t=O до вио- 
жения в нормальное расслоение при t=°O (ор. [ЕМ,, § 4] ). 
Точнее, пусть М - раздутие проотранства Ух! вдоль 
Хх {oo} . Тогда получается Avarpamue 


Bd 
£ 


x cto, Xx plots w—t Y 
We 
причем {0(х)=(х,0) » „(х) = (х,=°) , a Woo - спой разду- 


тия W над точкой соерР!. Все.отображения в диаграмме суть 
морфизмы л.п.п.; все ови, кроме g , являются замкнутыми вложо- 


AMAMH, & Q OTS композиция стягивания из Ws Y* Р! a 
проекции ва Y . To построению, выполняются соотношения — 
Vio = kof Ут, 9% =i и qhof=f - 
Поскольку эффективные дивизоры Картье являются нулевыми 
сечениями линейных расслоений, к ним применим случай 1. Поэто- 
му наше утверждение выполняется для key и ho « Случай I 
применим также к иорфизму f , ибо oKpecrHoors подохемы Х в 
Weo можно отождествить с нормальным расслоением к Хву. 
Далее, 
А; = A, a (6, . @) (rex как Oy, + Op = Op, = 1) 
$ Ayia о, )«a(G) (no лемме 4.0.6) 
= Ay Ag °. = (3) (согласно случаю I для k, ) 
“Ay Ay - & (6% (sax как Wi,=k,f ) 
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= Aj Лу © (0. (по лемме 4.0.8 ниже) 

АН Я (так как Yio, - kf) 

2 af 0, ) +a б,.)- (4) (согласно мы я дя Ff nk, ) 
2g К . “OG ) {по лемме 4.0.6) 

ах (0; ^ (так как gk f =f ). 


Случай 3: общий случай. Выберем у: Х—М , разлагаю- 
wes морфизм Ё ‚и пусть р: УхМ — У - проекция. Равенство 
% (6, =A, легко следует из определения. Имеем G =(,. 0,, 
где = fe, $) - замкнутое вложение, являющееся морфизиом 
ав. и аналогично Age Az Ap .  Hyxuoe заключевие вытека- 
er ив случая 2 и леммы 4, 0.6. 


4.0.8. В фигурирующей в предыдущем пункте дивграмие 9ф= {р у 
ге р:ХхР'--Х - проекция. Для v cP! обозначим через 
{ вложение пространства X в слой над V произведения 
Хр! ‚т.е. дух) = (у) . B приведенном вп. 4.0.7 дока- 
зазельстве была использована следующая лемма. 
TEMA « дя любого т: ахевия £:X--Y и любого с из 
К, ( Хар. У) Aj, -с и К(Х—У) не зави 
Cut or выбора У из om 


Доказалельство. Так как композиция Piy является токдест- 
вевным отображением, то 


Aye Pri (Aye) В, „(у )-e) 


согласно akcnoway A2 и AI2 из § 2.2 0 I. Поэтому. достаточно по- 
казать, что класс НИ) и К: (Хх!) we завноит or у 


Это можно проверить, исходя непосредственно из топодогических 
определений или же следующим образом: 


dv (Ay) = 4-96, ) — (согласно случаю 1 п.4.0.7) 
= a (js (4,,)) (по лемме 4.0.2). 
Ho пучок dy (2) имеет резольвенту вида 
| 0— 0-1) —9—,.(91—0. 
Поэтому элемент  j,.(Oj,) = [01-[0(-1)] и К (Х*» Р!) ве 


зависит 0? У, что и требовалось доказать. 
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4.0.9. Приводимое ниже утверждение является форгальным следст- 
вием перестановочности © с произведениями. 


СЛЕДСТВИЕ. Пусть 4:Х—Р ‚ Р:Р —У = морфизмь, 
причем р имеет конечную Тог-размерность, и $ =pg . Пусть, 
далее, Op - каноническая ориентация морфизиа р B Кид (Р 1), 
заданная структурным пучком Go . Tore Ava грамма. 


g ba В 
Кан Р) —. Кор > Р) 


af *0(0,) 
а. f 
Xy1g%— V—_—- Кор — Y) 


KOMUYTATUBHE. 


4.0.10, ЗАМЕЧАНИЕ. В случае когда иорфизы р гладок,  #-совер- 
шенные комплексы совпадают с д-совершенными, Поэтому умножение 
на, 0, явпяется изоморфизмом. Согласно п. 4.0.7, o (Oh) = Ap . 
Предыдущее следствие показывает, что py, можно определить, раз- 
лагая # в пюбую композицию замкнутого вложения и гладкого мор- 
физма, не обязательно привлекая имевно вложение в P= YXM , 

использованное в первоначальной конструкции. В действительности 
гладкий морфизы р комплексных многообразий представляет собой 
нормально неособое отображение с комплексным нормальным расспое- 
нием, и можно показать, что A; является сильной ориентацией, 


как она определена в $ 4.1 ч. I. Было бы интересно узнать, для 
каких отображений # конечной Тог-размерности класс © (Q) 
будет сильной ориевтацией. 
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ОСОБЫХ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ МНОГООБРАЗИИ") 
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$ I. Введение 

$2. Теория ГМ-гомологий 

$3. 5 А-когомологии 

$ 4. Гипотезы 

$ 5. Примеры 

$6. Как обстоят дела с гипотезами 

$ 7.. Связь со смешанной теорией Ходжа 


$ 1. Введевие 


В этой работе, носящей в основном обзорный характер, описа- 
ны обобщения на особый случай некоторых специальных когомологи- 
ческих свойств неособых комплексных проективных алгебраических 
многообразий, которые обычно доказываются с помощью кэлеровых 
методов. Один из способов обобщения заключается в подходящей 
модификации рассматриваемых свойств, при которой они оставались 
бы справедливыми для обычных когомологий особых многообразий (см. 
ниже п. 1.5}. Здесь мы исходим из той точки зрения, что ослаб- 
лять сами свойства ве нужно, если надлежащим образом модифици- 
роваяь рассматриваемую теорию когомологий. 


1.1. Пусть M.- компактное комплексное адгебраическое многооб- 
разие размерности п, вложенное в комплексное проектизное про- 
суранство CP” ‚а (2 - огравичение на М стандартной кэле- 
ровой формы с СР" . имеется ряд замечательных теорем о кого- 


ор 29 acheeger, Mark doresty, Robert MacPherson, The v2. 
ogy ersection homolo; ingul 
varieties, preprint, 1981. oes ман 
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мологиях многообразия М с комплексными коэффициентами (сово- 
купность этих теорем мы называем калеровым_ пакетом): 
‚1) чистое (p,q) -разложение Ходжа: 


Hi(M) = „9. НР (с НРА - НР); (14) 


Р+9=0 
2) сильная теорема `Лефиеца : отображение 


нм) 1 Нм) (1.2) 
является изоморфизм ом; 
3) двойственность Пуанкаре: спаривание 


Не (М) « НМ) — С, 


задаваемое значением  ‘^-произведения на фундаментальном клас- 
се, незвырожденно (или, эквивалентно, невырожденно спаризание 


Hi (М) * H, (М) — С, 


задаваемое количеством точек пересечения трансверсальных циклов 
с учетом их знаков); 

4) теорема Лефшеца о гиперплоских сечениях; 

5) теорема Ходка о сигнатуре. 


an-i 


1.2. Все теоремы из кэлерова пакета, кроме теоремы Лефшеца о ги- 
перплоских сечениях. можно получить, используя аналитические 
47 -иетоды. (Конечно, двойственность Пуанкаре и сильную теорему 
Лефиеца [24] можно установить и другим способом.) 

Первый шаг заключается в теореме де Рама о представлении 

* » 

топологического инварианта Н“(М) в виде пространства Н», (М) 
когомологий дифференциальных форм, после чего указанные резуль- 


таты можно рассматривать как формальные следствия а) теоремы 
Ходжа о том, что каждый класс когомологий содержит ровно одну 
гармоническую форму, 6) того факта, что действие почти-комп- 
лексной структуры J на дифферевциальных формах переводит гар- 
монические формы в гармонические, ис) того обстоятельства, что 
гармонические формы - это в точности те форыы, которые одвовре- 
ценно замкнуты и козамкнуты. 


1,3. Существует несколько глубоких разработок на тему о том, как 
продолжать различные теоремы из кэлерова пакета на когомологик 
2. о 
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особых иногообразий. Спектральная последовательность Зимана [2е, 
Mc] ~ развитие двойственности Пуанкаре; понятие глубины де 
Рама, введенное Огусом [0] » относится к теореме Лефшеца о ги- 
перплоских сечениях, а смешанные структуры Ходжа - Делиня [21-13] 
обобщают (р,9)-разложение Ходжа. Все эти теории используют некото- 
рые фильтрации когомодогий (грубо говоря, ови различают коциклы 
NO тому, как они "завязаны в особенностях"), а их результаты вы- 
ражают "степень отклоневия" от соответотьующих теорем для неосо- 
бого спучая в терминах этих фильтраций. Картина, представленная 
в настоящей работе, никоим образом не противопоставлена этим 
теориям, а, напротив, тесно с ними связана (см. 5 ‘ie 


1.4, Пусть X - проективное алгебраическое уногообразие размер- 
вости П вад полем комплексных чисел. Инвариантами многообразия 
Х, которые находятся в центре внимания этой статьи, являются 
группы Ги-гомолотий!) ТН, (Х) . Грубо говоря, группы TH,(X) - 
Это группы гомологий некоторого подкомплекса комплекса цепей 
многообразия Х с определенными геометрическими условиями на 
прохождение через особенности многообразия X . (Мы напомним их 
кратко в § 2; подробнее сы. в [GM1 - GM3] .) ana циклов это- 
го специального вида пересечения определяют спаривание, которое 
приводит к идеальному спариванию (1.3). Группы TH, (X) пред- 
оставляют собой топологический, но не гомотопический инвариант. 
Имеются естественные отображения 


1H, (X) 


| 1.5 
ху нХ) (1.5) 
ox) 
Korga многообразие X неособо, все они являются изоморфизмами . 
Однако в некогорых случаях группа [Н,(Х)гораздо больше, чем 
соответствующая группа обычных гомологий или когомологий. 
Для групп ТН,(Х) справедлив один интересный локальный ре- 
* 
зультат. Возьмем произвольную точку хеХ. Пусть В - пересече- 
ние Х с небольшим открытым шаром радиуса & с центром вх , 
а © - пересечение X со сферой радиуса &/2 с центром вх. 


2 Ро a 4 

1) В оригинале используется тернин , intersection homology 
(откуда обозначение ГН nuxe). Под этим именем впервые ввели‘Та- 
кие гомологии Горески и Мак-Фёрсон. paucne НЫЙ в переводе тер- 
мин образован по первым буквам фамилий этих авторов. - Прим. пе- 


рев» 
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Тогда (для цепей с компактным носителем) 


14, (5) при i<n, 
1H, (B) = (1.6) 
0 при ian, 
В действительности подходящая версия этого локального резуяь- 
тата характеризует группы TH,(X) (см. 1.2.2). 


1,5. Основная идея этой статьи заключена в следующей программе: 
теоремы кэлерова пакета можно без всяких модификаций перенести 
на особый случай, если вместо обычных гомологий использовать ГМ- 
гомологии . 

Мы приведем несколько гипотез, связанных с этой программой, и 
и увежем возможные Ч методы их доказательства. Кроме того, мы 
укажем ряд примеров и следствий. 

Современное состояние данной программы описано в $6. BRpar= 
це оно таково: все части кэлерова пакета, кроме тех, которые непо- 
средотвенно связаны с (р,9)-разложением Ходжа, в общем доказаны 
(но по большей части методами, отличными от 2 методов). Что 
касается (р,4)-разложения, то оно известно для многих классов 
примеров. 


1.6. Исходной точкой для данной программы послужило существование 
Ч2-методов на некоторых особых иногообразиях, которые, как ока- 
залось, подходят для изучения теории Г\-гомологий (C1 -С3]. 

Пусть Xe CP” - многообразие с особенностями, а У - 
множество его особых точек. Тогда можно рассмотреть гладкое 
неполное риманово многообразие Х\У/ с метрикой 62, ‚ индуци- 
рованной указанным вложением. Группа (-х ¥ когомологий 
Ни (Х) определяется как факт орпространство пространства 
тладких (форм @ на Х\У, принадлежащих $7, по подпрост- 
ранству форм dy , где {ф - гладкая ({-1)-Popwa, принадлежащая 
42 вместе с dw (си. § 3). 

Если X имеет конические особенности (определение см. в 
8 3), то справедливы два следующих довольно удивительных резуль- 
тата (C3, п.6.3]: 

1) H()(X) изоморфао простравотву замкнутых и козамкну- 
тых гармонических форм; у 

2) для этого случая имеет изсто локальвый результа", двой- 
ствевный (1.6), и, следовательно, Hi, (Х) есть когомологиче- 
ская теория, двойственная к ТН,(Х). 
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Эти результаты auaxorayay теоремам Ходжа и де Рама, a по- 
тому они дают надежду на 3’-доказательства теорем кэлерова па- 
кета для ГМ-гомологий. 


1.7, Хотя возможное существование подходящей Ч твори на не- 
полных кэлеровых мвогообразиях Х\Х и послужило основным источ- 
ником мохивировок для предыдущих гипотез, тем не менее это от- 
BONS не единственный возможный подход к проблеме. В дейст витель- 
ности большиство относящихся сюда результатов получено пока дру- 
гими методами. Более того, как понял первый из авторов после 
своей публикации [C3] , содержащееся там утверждение, что дан- 
вые. гипотезы являются формальными следствиями теории Ходжа, не 
является верным в случае неполных мет рик. Дело в том, что ва не- 
полном многообразии гарионические 7 формы не обязаны быть все- 
гда замкнутыыи и козамкнутыми. Таким образом, хотя а) и 6) из 
п.Т.2 выполнены автоматически, про с) этого сказать нельзя. В 
частвости, утверждение из [C3] о том, что доказанная там тео- 
рема Ходжа влечет за собой кэперов пакет для алгебраических мно- 
гообравий, на которых индуцированная метрика имеет конические 
сс обенвости, пока еще не ‘обосновано, за исключением некоторых 
частных случаев, в козорых ‚непосредственно проверяется, что J 
зохраняет пространства 22“ замкнутых и козамкнутых гармонических 
Y popu (см. 1.6.4 и [C4]). Доказательство этого утверждения 
(по-видимому, чрезвычайно деликатное) должно использовать пред- 
положение, что особенности метрики являются коническими в 
комплексно-вналитическом (а не только в кусочно-гладком) смыс- 
пе. В противном спучае наши топологические заключения заведомо 
вевервы. 
1.8, Упомянутые выше трудности пропадают в случае полных метрик 
pa Х\»Х , так как ва полном гладком многообразии гармонические 
{формы автоматически замкнуты и козамквуты (см. [ок] [АУ] 
и $3). Итак, другой возможный подход к нашим проблемам может 
состоять в попытке построить полную метрику на ххх (или на 
Х\>’ для подходящего множества 7.>>), для которой mpocr~ 
ранство Д двойственно к [Н; . За se преимущества, которые 
дает полнота, приходится, правда, платить определенную плату: 
в общем случае вычислевие пространств H* становится Soxee труд- 
вым . В каждой из этих програмы с самого вачала возникают не0б0- 
зримые трудвости, потому что даже в очевь простых случаях рима- 
вова, геометрия особых алгебраических многообразий и их пополне- 
ний пока еще мало изучена и, честно говоря, мало повята. 
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1.9. Bod же, хотя в настоящее время результаты о кэлеровом па- 
Kere, которые можно получить $’-методами, гораздо скромнее, 
чем результаты, которые можно получить другими методами, мы тем 
не менее здесь по ряду причин делаем упор на У творию. Во- 
первых, она послужила исходным пунктом всех навих гииотез и в 
конечном счете должна послухить базой для основ полного понима- 
ния существа дела. Во-вторых, как и в неособом случае, эти мето- 
ды основываются на существовании кэлеровой метрики, а не на бо- 
л6е специальных свойствах алгебраических многообразий. Поэтому. 
в случае успеха они работают в более общей ситуации. В-третьих, 
кэлеровы метрики (полные и неполные) на неособом куске алгебраи- 
ческого иногообразия язляютоя богатым источником вовых, еще ве 
изученных задач геометрии и анализа . 


7.10. Исторические замечания, Идеи этой статьи имеют три везави- 


симых источника: 


I) группы ГМ-гомологий, определенные Горески и Мак-Фёрс оном 
в кусочно-линейной топологии для изучения теории пересечения 
циклов на особом многообразии; : 

2) исследование %“коговологий неособой части иногообразия 
с коническими особенностями, предпринятое Чигером в связи с неко- 
торыми моментами, возвикшими при изучении аналитического круче- 
ния; 

3) процедуру распространения на всё многообразие М веков- 
го варианта структуры Ходжа ва M\D (где М - неособое алге- 
браическое многообразие в любой характеристике, а D - его диви- 
зор.с нормальными пересечениями), открытую Делинем и используе- 
мую при изучении смешенных структур Ходжа. у 


Все эти процедуры приводят к одному и тому же на первый 
взгляд странному покальному результату тила (1.6). Это совладе- 
нио было замечено в 1976 г. Сулпиваном (для 1) и2)) и Делинем 
(для 1) и 3)). Позже Делинь предложил пучковую конструкцию Tu- 
гомологий. Е 

После этого было естественно предположить, что все BTM три 
подхода дают одну и ту Xe группу, т.е. что речь идет об одном- 
единственном инварианте, допускающем определения топояогически- 
MM, аналитическими и алгебраическими средствами. Это предположе- 
ние в ходе бесед между Мак-Фёрсоном и Чигером в 1977 г. привело 
их к гипотезе о справедливости теорем кэлерова пакета дия тано- 
го инварианта. Сейчас данное предположение доказано (см. (6.4) 
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и [C3] для 2) и2); [GM3] для 1) и 3)), а также проверена 
звачительная часть кэлерова гакета. ` 


Haw хотелось бы выразить свою признательность за гостепри- 
имотво Институту высших научных исследований, во время пребыва- 
вия в котором была написана эта работа. Мы благодарны Д. Бёрнзу, 
П. Делиню, 0. Габберу, У. Фултону и Д. Сулливану за полезные 
06с уждения. : 


§ 2. Теория ГМ-гомологий 


2.1. В этом параграфе напоминаются определение и основные свой- 
ства групп Ги-гомологий ТН(Х) ([6М1,2]). поскольку на anre- 
браическом многообразии Her канонической кусочно-линейной струк- 
туры, то при определении груп ТН,(Х) технически удобнее 
пользоваться субаналитическими цепями. Заметим, однако, что впол- 
HO можно также выбрать какую-нибудь кусочно-линейную структуру 
wa Х и определить группы IH,(X), используя кусочно-линейные 
цепи; результат не будет зависеть от выбора кусочно-линейной 
структуры. Эта точка зрения принимается в конце $ 3. Читатель, 
незнакомый с субаналитической категорией, может и в этом пара- 
графе считать цепи кусочно-линейными. 


Пусть Х - комплеконо-авалитическое многообразие размер- 
HOOTH п, содержащееся в некотором неовобом многообразии, Bu- 
берем какую-либо аналитическую отратификацию Уитни ( (МА,Т])). 
Она состоит из фильтрации (замкнутых) аналитических подмногооб- 
разий 


X,cX,eX,¢...¢X, =X, 


хакой что: 

(а) Х.\Х,. - ивовобое (возможно, пуотов) комплеконо- 
аналитическое {-мернов многообразие (Boe компоненты которого 
вазываютоя отратами комплеконой размерности i ); 

(6) для любой пары стратов К и С выполнено условие 
Yorn В ‚т.е. воли 2x,65 - пооледовательнооть точек, охо- 
дящаяоя к некоторой точке хе ‚и yyeR - пооледовательность 
точек, также оходящаяся к х, а кроме того, оекущие 5;, Yi 
(в координатной оистеме объемлющего неособого многообразия) 
сходятся к некоторой прямой `( и касательные плоскоти Т, S 
оходятоя к некоторой предельной плоскости Ф , ro (сс. * 
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Трушв 1H,(X) строятся при помощи этой стратификации, 
но результат He зависит от ее выбора. 

Обозначим через С,(Х) комплекс компактных (вещественных) 
субаналитических цепей на Х с комилекоными коэффициентами. 
Как доказал Хардт [H], гомологии этого комплекса совпадают о 
группами сингулярных гомологий НХ, ). Для любой цепи 
&«(.(Х) червз |&| обозначается ев носитель; он предотавляет 
собой (вещественное) {-мерное субаналитическое подмножество в 


. 


Определим подкомплеко ТС,(Х) допустимых цепей условием: 


&< ГС, (Х), eon ee 
dim || п Ху i-ntk -1, 
dim | a6|n X,< i-n+k -2. 


ЛЕНИЕ. : ть группа 1-х гомологий 
аки ПХ ioe т и 0) ы - : 

Yweerea произведение TH;(X) x ТН; (Х) —Н ‚+ы(Х)вазывао- 
мое произведением пересечения (или пробто пересечением), которое 
определяется следующим способом, восходящим к Лефщецу [LL]. 
Пусть GeIC,(X)u yICy(X — трановерсально пересекающие- 
ся цепи. Torna пересечение |&|П]|9|! обладает структурой 
(t+ d -2п)-мерной субаналятической цвпя, такой что 


a(gnn)=(2&) ay + (1) 09H. 
Для любой цепи & почти Boe цепи 7 трановерсальны к ё . 


Следовательно, трановерсальные пвресечения индуцируют опарива- 
Hue групи ГМ-гомологий. 


ТЕОРЕМА (ивойственность Пуанкаре). Воли иногообразие x 
компактно, то спаривание пересечения невырожде ополни- 
тельных размерностей, т.е. кому 


1H, (X)*1H,,_4(%) ~H,(X)-~ € 
индуцирует изоморфизм 


1H, (Х) = Hom (1H,,_(X).€). 


Связь с когомологиями. Группы ГИ-гомологий лежат “merxy” 
Когомологиями и Гомологиями в TOM смыоле, ЧТО ДЛЯ КОМПАКТНЫХ 
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многообразий X оправедлива оледующая 


ТЕОРЕМА. Имеют место и гомоморфизмн 
H* (x) — Н, _ (X)—H,, 4(Х), 


завлагараио отображению дволотвениоотя Пуанкаре п[Х]: НХ 
—Н,„-(Х). В олучае когда Х не0б0бо, оба они sBAADTOR 
изоморфизмами, Произведение пересечения продолжается ло отрук- 


мами. Произведение пересечения п TCA 
туры модуля 
H‘(X) х ТН; (X) = TH,.,(X), 


огласована о \/- и /^-произведениями. } 
Для компактного многообразия X , вложенного в некоторое 
16000608 многообразие размерности N , эти отображения отроятоя 
так: выберем оубаналитическую окрестность а границей (9,90) 
многообразия Х в объемлющем многообразии так, чтобы Х было 
деформационным perparrom U , а граница 9U была топологиче- 
оким многообразием. По двойственности Лефшена  Н"(Х)з Hoyt 
(U,U)- Поэтому любой Raaco когомологий можно предотавить (or- 
носительной) субаналитической цепью & на (Ц,3И), которую 
можно очитать трановероальной к Х, Пересечение &1Х удовлетво- 
_ тогда условию допустимости. Значит, оно определяет цепь в 
‹(Х), что и дает нам ры H °(X)— TH ay. ¢ (Х). 
Capel Xs если ne ГС; : + то $ можно выбрать тран- 
овероальным к И. Поэтому тв i(X), что индуцирует 
искомую структуру модуля. 
Наковец, отображение ТН; (Х) —= Н(Х) инпуцируется 
включением комплекаов цепей ТС, ‘(xje¢, (X) 


Функториальнооть. ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Пуоть #:У—Х - отоб- 
ражение включения подмногообразия Y в многообразие Х.. Таков 
сительной комплексной размерности с), если оно соботвенно и в 
объемлющем проективном пространстве существует нео00бов аналити- 
чеокое подмногообразие М {коразмерности с), такое что М 
трановероально ко воем стратам многообразия X и \=Мах. 
Стратифякацию на этом подмногообразии можно индуцироветь с Х, 

Такое отображение определяет гомоморфизм прямого обра- 
за 


f,: ТН, (У) — ТН, (Х), 


$2-когомологии и ГМ-гомолотии ти 


поскольку цепь £(€) допуотва в 1С,(Х), воли цепь & до- 
пуотима в IC,(Y). Дуализация приводит к гомоморфизму обратного 
образа 


£°: TH,(X) = Hom (IH, 4(),€) — Hom (Hag 4¢¥) 81H (9. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Пусть #:У—=Х - гладкое соботвенное отобра- 
кенив. Оно задавт топологическое расслоение, олоями которого яв- 
дяютоя комплеконые многообразия. Предполоким, что Boe они имеют 
размерность d. Такое отображение называется нормально неовобой 


проекцией относительной размерности -4. Стратификация, выбран- 


ная ва Х, поднимается” до стратификации многообразия У. 
Такая проекция Ё индуцирует гомоморфизм обратного образа; 


+ TH,(X) —ТН (0, 


поскольку цепь (Е) допустима на У, воли &е С, (Х). 
По двойственности получаем гомоморфизм прямого образа 


Е: TH, (у) — 1H, (X). 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Отображение f , разлагающееся в композицию 
нормально неособого включения и последующей нормально неособой 
проекции, мы называем нормально неособым. Относительная размер- 
ность такого отображения # определяется как сумма относительлых 
размерностей его оомнокителей. 


При нормально неособых отображениях группы гомологий, ко- 
гомологий и ГМ-гомологий можно отображать в обе стороны (ом. ч.1 
ооновного текота и [GO]). 


Разветвленные накрытия. Пуоть #: У—Х = конечное раз- 
зетвленное накрытие. Тогда f индуцирует гомоморфизмы 


ЕАН 1H, (Xx) и Е: TH,(X) —+1H,(¥). 


Для этого выберем на многообразиях X и Y отратарикации, 
оовместямые с # , и заметим, что для любой допустимой цепи § 
на Y ee образ f(&) xonyorm на X . Аналогично, nat an— 


бой я  » допуотмой на —Х , прообраз #7) допустим 
в \. 


1) Точнее, оасширяется после подъема добавлением oTparos 
малой размерности (< “bn - Прим. перев. 


> 
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2.2. Локальный результат. Сейчао мы дадим наглядное толкование 


локального результата (1.6). В рассматриваемой ситуации при 
tan любой цикя €e1C(8) является границей легко конот- 
рупруемой допустимой цепи с(&) (конуса над & ). Таким образом, 
LH,(@)=0 при ign. 
` При {<п можно очитать, что никакая допустимая цепь Es 
IC, (B) не проходит через центр нашего шара, даже когда 
он не является точкой O-arpara. Поэтому она деформируется (пе- 
ремещением вдоль образующих конуса, представляющего В ) в цепь 
на S - основании конуса В. это соответствует оператору гомо- 
тоции (3.20). Далее, любая допустимая цепь ye 1С,(5)  допу- 
orma и на В, откуда ТН,(В)*1Н.(5) при i<n . Это равно- 
ценно соответотвующему результату в случае С когомологий 
(3.19), поскольку H,(S)2IH,(S) для необобых 5. 
Используя этот локальный результат и точную последователь- 
ность Майера - Вьеториса, получаем таков 


СЛЕДСТВИЕ. Предположим, что многообразие Х имеет единот- 
венную изолированную особую точку x. Тогда 


Н. (Х) при ion, 


ка 


TH,(X) = 4 on(H,(X\x) Н.Ю) при ten, 


Н, (X\x) при i<n, 


QA совокупность пучков {¥?} векторных (-пространств вместе 
в отображениями этих пучков 


PP id УРА, ppt? 


такими что + d-O. Воли каждый из пучков ? тонок, то через 
Н?(Х, 9") мы обозначавм р-ю группу когомологий комплекоа 


T (X,¥°) —= Г(Х, 5) — Г(Х,У2)—.. ., 


а чрез 22”У° - пучок локальных когомологий (ker "Ат 4”), 


Используя тот же подход, что ив [GMO], можно получить 
оледующую характеризацию ГИ-гомологий. 
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ТЕОРЕМА, Пусть $” - комплеко тонких пучков на X, такой 
го 

a 1) 91-0 для всех <0; 
2) пучки локальных когомологй Ж№Р4”  локально-поотояна 
ны на каждом отрате Х.\Х,.,; . 

3) существует отображение пучков (5х, —9710 хи), 
ин ющее изоморфизм соответотвую чков локальных когомо- 
логий, me Cx. x, , обозначает постоянный пучок на Х\Х,., 
со слоем С; 


4) для каждой точки х<Х,\Х, | существует такая ев ок- 
рестность УеХ\Х, | , что 


-0 при k3 n-4 
H*(u; 910) , | 
= Н\(У\Х, УХ, )) при ken-i-f, 
причем этот изоморфизм индуцирован взятием ения. 


Тома H"(X,#') =1Н,„.%(Х). 
ЗАМЕЧАНИЯ. 1. Условие 4) представляет собой функториальную 
версию локального результата о ГМ-гомологиях (ом: 1.6) ип. 2.2). 


2. Предыдущая творема верна также для поевдомногообразий 
Х со стратами четной размерности (см. п. 3.4). 


$3. 22 когомологии 


В этом параграфе напоминаются основные определения и факты 06 
& 2-когомологиях, а также указывается их овязь o ГМ-гомологиями 
в коничеоком случае (подробности ом. в [С3]). 


3.1. Пусть У - произвольное (не обязательно полное) риманово 
многообразие с метрикой g . Предполагаетоя, что ay =O . 050- 
значим через A‘ u A‘, соответотвенно проатранотва внешних 
4-форм класса С° и внешних &-форм класса (1 с компактным 
носителем, а через  2- пространотво внешних &-форм о измери- 
мыми коэффициентами и интегрируемым квадратом. Пусть d, Ate 
At+t - внешнее дифференцирование. Оно задает неограниченный 
оператор (в омыоле теории гильбертовых пространств), также обо- 
значавный через 4; , 0 областью определения  ` 


dom Че Ла [дык }. (3.1) 
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Как обично, DORON 
ker dy={weA*| da = 0}, (3.2) 
range Чая Ча =9 для (3.3) 


некоторого © ®. дот $. 


Самое простое арезаяани 47 когомологий таково: 
НУ (У) = ker di/range 4:1. (34) 


Отметим оразу, что пространство Но У) завиаит только от 
кхасса квазиизометрии метрики д (метрика ’ вазывавтоя ква- 
Зиносметричной метрике 9, воли 29 <9'< #4 для некоторого 
вещественного чиола я 0). : 
tyors Чо": | ЛЬ, бо” & [Ags rue 8, - отан- 
дартный дифференциальный оператор (-1)2¢*D*tadw a областью 
определения dom 6, , заданной, ках з (3.1). Будем обозначать 
через А* оператор, оопряженный x А; Так как область dom 
91,0 «Ait плотна в пространстве воех внешних форм, а 
по теореме Стокоа 


< 44, в> =, 6 p> (3.5) 


для вех ие dom 4, , pedom§ изо оператор 4; допускает 
олабое замыкание бР.,› . Кроме того, 4; обладает сильным 
замнканием dy. Соотноление dja=y означает, что wed” x 
существуют таки формн а; фт; + wo а, —а и 4, —4. 
Операторов 4; и O7,,9 › очевидно, замкнуты (т.в. замкнуты 
их графики), и domd, = dom 61. „, df, | от 9, = 4. В 
девотвительности имеет место дахе равенотво 4, 8h 49 (OMe . 

_ [63,9А11). Таким образом, в качвотве другого возможного кан- 
цидата на роль 2-когомологий можно взять 


а (У) = ker d,/range d,. (3.6) 


Зирочеы, как установлено B [C3], зстественное отображение 
Но (У) — Н\дж(У) ваегла является взоморфивмом. 
Поэтому мы можем использовать то из этих определений, которое 


удобнее, На прост равотвах Н,„ (У), Hy git У) определена 
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вотвотвенная полунорме 


[| = а oll - 67) 


Она сохраняется при упомянутом выше изоморфизме. Охоюда немед- 
ленно вытекает, что она является нормой тогда и только тогда, 


когда подпространотво range а замкнуто (т.е. 419; —7 > 

qs dy для некоторой формы у ). Поскольку оператор 4 замк- 
нут, то по отандартному оледотвию теоремы об открытом отображе- 
нии подпространотво | ran а, заведомо замкиуто, если проотран- 
ото Ну (У) = Но» )  конечномерно. 


ПРИМЕР. Пусть У =К - обычная вещественная прямая. Воли 
+ - такая  с“-функция, что f(x)=1/x при |5|>1 , то 
fdx < ker 4, . Очевидно, что общий вид функции м о 4ы= 
f(x)dx при х>| таков: м = x+c . Но тогда ag £7, a 
значит, Рах $ range d,. Tax как И = Ни’ у, то также £ dx ¢ 
ranged. Пусть y - гладкая функция о носителем в интервале 
[-2,2] ‚ такая что fice . Легко проверить, что de) 
— 4% в, 2, Следовательно, пространотво range dy 
не замкнуто и Н )(R) бесконечномерно. 

Никс Через У обознакминая замыкание подпространства \. 

Определим 7 как пространотво {-форм Не dh=d5h=0. 


é 
L*~ range 6,,,,@ ranged в’, (38) 
причем олагаемые здесь ортогональны и разложение согласовано в 
пересечениями Л'л 42. Это - оледотвие локальной эллиптической 
регулярности оператора Лапласа Л = 46 + dd, . 

‚ Заметим, что имветоя вотеотвенное отображение +,„,: Я‘ -— 
H(a)(Y) . Будем говорить, что для многообразия Y выполнена 
сильная теорема Ходжа, воли отображение {,, является изомор- 
физмом, или, эквивалентно, воли галде dj, =Fange G7, 20 овой- 
ство, очевидно, зависит только от класса квазиизометрии выбран- 
ной метрики. Соръективность ty эквивалентна включению 
range 4, 2 range Ч. 10 ‚ Которое имеет место, например, когда 
замкнуто пространотво range бе 

Инъективность 4,„, имеет место, если {-5*, или, эквива-. 
лентно (так как А**= A для замкнутых операторов), еали d"=0. 
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В этом случае, как обычно, 


‹в, 4) ка (3.9) 
Выше мы уке отмечали, что воегда 61.108 ие Че. Таким 
образом , a? 
4-51. <> d= 5 Tad rg > Be bay 640) 


3.2. Born Y - полное миогообразие, то, как показано в [GA2], 
равенства, равносильность которых утверждается в (3.10), выпол- 
лены. Мы вкратце излоким это рассуждение, предполагая осущество- 
вание точки yeY ‚ для которой функция р, расстояния от 
гладкая; в общем случае можно воспользоваться регуляризацией и 
получить гладкую аипрокоимацию функции Pye Возьмем функцию у„ 
из примера предыдущего пункта и положим + ~ Тогда, как’ 
легко проверить, воли с дот а, ‚то_(Ё, ates, ty Ч; (he) — 
dio ‚ откуда и оледует совпедейив О, = d; . . 

В некоторых "неполных случаях", предотавляющих интерес для 
пальнейлего, совпадение = 5; можно доказать и не прибе- 
гая к функциям обрезания. Однако в "полном случае", используя 
функция f, , удается установить сильное дополнительное свой- 
ство: если he £2 и Ah+O0, то НеЖ! (т.е. dh=6h=0 ) 
(ом. [DR AV] ). В неполном олучае с этим свойством дело об- 
стоит весьма деликатно. Оно не инвариантно при переходе к квази- 
изометричной метрике и может не выполняться, даже если d= 6"; 
например, оно не выподняетоя для двойного накрытия плоскости о 
проколотой точкой и поднятой на нее плоской метрики. Именно этот 
эффект отвечает за вов трудности в неполном случае, описанные во 
введении. 


Воли het? и Ah=O , то в полном случае по теореме 
Стокоа . 
(ЧН) -(Е а аль) (ав, 58), (39) 
(adh, £2h) #(£,5h, ж(вльв) (ЕАН АВ). (3.19 
oe как |(а,6) [< {(а,а)+ 446,8) Л 
#<f,dh,fdh) +2 (ин, ЛИ) >| В.А ^ВУ, (3.13) 
(ЕК $ £,5h) +2(dEAx hdf,r#h) 2 КЕ бв,2 (41, ^* 1), 6) 
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Складывая (3.11) с (3.12) и иопользуя затем (3.13), (3.14) и то, 
что А№-0 , получаем неравенство 


(tudh, fh) + (f,5h, f,8h)) 
<2((df,a h,df,.ah) + (df,r«h,df awh). (315) 


Легко убедиться, что его правая часть отремигоя к нулю при 


H.9(Y) = ker d, /range Ч. (3.16) 


Воли d=5*, то Ha(Y) = И” автоматически. Предполоким те- 
перь, что мы поставили cede цель найти HeRgzODYD топологическую 
интерпретацию построенного проотранотва 4", а затем вывести 
свойства объекта, полученного при интерпретации, из общих 
овойотв гармонических форм; ивпример, воли Y - произвольное 
полное кэлерово многообразие, то для 9” (которое может быть 

ий беоконечномерным при некоторых & ) выполнен весь кэлеров па- 
кет. Тогда H,(Y) можно расоматривать как некое связующее зве- 
HO, 1.8. для интерпретации достаточно вычислить Ни (у). 
В том случае, когда Яр (У) = Hiy (У) , вычисления можно произ- 
водить на открытых подмножеотвах и использовать обычные точные 
пооледовательнооти когомологий [C3]. Но поскольку Нау( У) 
не предотавляет собой когомологий некоторого комплекоа коцедей, 
то точность таких пооледовательностей может нарушаться при 


Я (У НЫ (У) (op. о [APS] ). 


3.3. Теперь мы опишем $7-когомологии простейшей особенности 
в компактном олучае, а именно метрического конуса. Пусть N™ 
- риманово многообразие с метрикой 3 + Метрический конус 
C*(N™) определявтоя как пополнение гладкого неполного ри- 
манова многообразия (@(№)=В*«М в метрикой 


9 = 4ге д + rig. (317 ) 


Через C, .(N™) мы обозначаем подмноквотво (1,,r)xNcC(N"). 
Пусть, далее, Х””' - компактное метрическое проотранст- 


BO, на котором имеется конечное множество точек {pj} ‚ такое 
23 
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что XN Ур: - гладкое риманово многообразие. Будем говорить, 
что многвобразие Х"** имеет метрико-конические особенности, 
воли при каждом $ найдутся гладкое компактное риманово много- 
образие Nj" и окрестность U; точки р; , такие что U.\p 
изометрично Cor (N™) . многообразие X называется много- 
образием с изолировёнными: коническими особенностями, воли его 


метрика на Х\ } квазиизометрична метрике описанного выше ви- 
да. Теперь мы можем определять НХ) ‚ ПОЛОЖИВ у 


i i N 
Не (Х) = Hey (XN U, Pj )- (3.18) 


в [C3] установлено, что проотранотво Нь(Х) не меняется 
при дальнейшем удалении точек из Xv G, Pj + Поэтому Hay (X) 
определено корректно. 

Лемма Пуанкаре в этой ситуации принимает следующий вид: 


‘ а Hi(N™) при 46 ти2, 
Hal (N = (349) 
0 при 6 2т/2. 


Это напоминает локальный результат из п. 2.2 для Г-гомологий 
усеченного конуса. Комбинируя (3.19) со отандартными точными по- 
оледовательностями, мы можем, KAR HBO. 2.2, найти размерности 
t mer 

пространотв H 7. (X ). при условии что m+1 чётно. В чаост- 
ности, тогда К. (X ™**) конечномерно, откуда вытекает замк- 
нутость подпространотва range d;_, . . 

. Воли mei=2k или воли m-+i=2k+1, а НЕМ К)-0, 


то 4 = 5”. Поэтому в таких случаях выполн: на онльная теорема 
Ходка. Воли же m+122k+1 и dimH*(N**R)20, то 4+. 
Более того, при помощи (3.19) в этом случае устанавливается от- 
сутотвие двойственности Пуанкаре. Эти интересные феномены пока- 
SHBADT, какую важную роль в данной теории играют глобальные ао- 
пекты топологии звеньев. Однако алгебраическим многообразиям 
такие феномены He овойотвенны, поэтому мы не углубляемоя в их 
дальнейшее обоуждение; относящиеся сюда подробности можно найти 
в [C1 - @3, C6]. (Здесь важно, что алгебраическое многооб- 
разие допускает стратификацию co стратами четной коразмерности. } 
Наглядно соотношение (3.19) можно пояснить так. Пусть 
Ke - естественная проекция многообразия Су:(М") na N™ 
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(многообразие Со ( №") топологически эквивалентно произведе- 
нию (0,1) ‹ №"). Еоли у - некоторая &-форма на N™, то по- 
точечная норма формы mh (у) в точке (T,X) равна норме 
у вх, умноженной на т’г. Так как площадь поперечного оече- 
ния многообразия ведет себя как Г”, то условием того, что 
форма (4) определяет элемент пространства Hiay(Co4 (N™)) 
(т.е. того, что я; (4) принадлехит %2), олукит как pas не- 
равенство м-2%>-{ , или, эквивалентно, i< №. 

Доказательство утверждения (3.19) использует следующие опе- 
раторы гомотопия. Пусть O(r,x)=y(rjx) + draw(r,c) и 
а (0,1). Положим 


(3.20) 
Jo при +29 +1 i 


CoorBerorByoune оценки показывают, что эти интегралы оходятоя 


и определяют ограниченные операторы в 4^ Далее мокно проверять, 
что 


9-у(а) при {< mel 
(dK+ Kd)e= (3.21) 


9 при 121 +1. 


Случаи t= mel и +=, немного более деликатны, яо в 
результате вое равно получается (3.39). 


3.4. Пусть р некоторов поевдомногообразие, т.е. симпли- 
циальный комплекс, каждая точка которого лежит в некотором замк- 
нутом п-оимплекое и какдый (п-Г)-сималеко которого является 
гранью в точности двух П-осимплексов, причем Boe П-оимплекоы 
допускают согласованную ориентацяю. Мы предполагаем, что ХП 
вложено как подкомплеко в некоторую кусочно-линейную триангуля- 
цию прост ранотва В" Обозначим через 3," замкнутый {-остов 
Х" . Индуцированная метрика задает на Х” \ У"? структуру 
гладкого плоского риманова многообразия (окрестность внутренних 
точек  (п-{)-симплекоов изометрична открытому подмножеству в 
23% 
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В" ). Предположим, что многообразие X" онабжено метрикой, 
которая квазиизометрична указанной индуцированной метрике на 
хх . Тогда оно называется римановым поевдомногообрази- 


м о коническими особенностями (так например, метрика на ХА, 
индуцированная описанным выше вложением в В“, очевидно, обла- 
дает этим свойством). . 

Положим Hia)(X) = Hia,(X\ 2) . Полученные ранее резуль- 
таты об изолированных конических особенностях - равенство 

= 5” и сильную теорему Ходжа - можно распространить и на 
этот олучай. Если к тому же Х обладает отратификацией со orpa- 
тами четной размерности, то для комплекса пучков дифференциаль- 
ных 42форм на X\ Я, принадлежащих dom(d), выполнены вое 
аксиомы п. 2.2. Значит, в этой ситуации Hy (X) 1H, 4 (X) = 
Hom(TH,(X),C). этот изоморфизм можно построить и непосредот- 
венно о помощью интегрирования [C3]. При таком подходе удобнее 
ваего использовать некий опециальный подкомплеко 4“-форм (комп- 
xoxo S” из работы (C3, с. 136 ]), который дает re xe самые 
когомологии, но для форм которого воегда определено идтегрирова- 
ние по цепям, задающим ГМ-гомологии. 

В заключение мы отметим следующие три общих факта. 

Обычные группы когомологий H*(X") предотавляются форма 
ми, для которых нормы равномерно ограничены ва Х”\ EL"? ; ча- 
ковы, например, формы на некоторой открытой окрестности многооб- 
pasna X"c КМ . Отоюда видно, что пространства На) (Х") 
можно рассматривать как модули над Н*(Х”). : 

С каждым поевдомногообразием Х можно связать некоторое 
проотранотв ‚ называемое нормализацией Х [М2]. Пооколь- 
wy, X имвот одинаковые неособые части, то Ни (Х) = 

mie) . (Топологически Х --aro просто метрячеокое пополне- 
ние неособой части Х\Х.) ы 

Радомотрим произвольное конечное накрытие нд Х\>”. 
Поднимая, а затем пополняя риманову метрику о Х \>: , мы подуча- 
ем проотранотво Х’ к отображение st: X’ —~X , которое (то- 
пологически) есть разреталавное нажритие. (om. [Р]). Имевтоя 
вотеотвенное отображение л*: HG) (X) —+H},(X’). по 
двойственности Пуанкаре оно инъективно. (Отметим, что аналити- 
ческие ‚свойства многообразия X в переносятся автомат ически 
на Х. Например, двумерная ofepa 52 разветьленно накрывает 
on тором Т?2, а поэтому C является разветвленным накры- 
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тявм над С (S*)=R?. Ho dim Н*(Т2 R)#0, так что dtd; 
ва O(T?). 


3.5. Пусть Х. - компактное аналитическое многообразие, допускаю- 
Mee вложение в некоторое компактное кэлерово многообразие (на- 
пример, в комплексное проекгивное пространство). Выбор любого 
такого вложения р; Х—М определяет на неособой части 
X\X многообразия Х метрику 9 ‚ получаемую ограничением 
кэлеровой метрики ‹ М. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ. Класс квазиизометрии метрики 52, не_завио ит 

от вложения р. | 

i Как иво. 3.4, возьмем в качестве He (X) пространство 
Hi) (X\ ZX), coorserorsynuce метрике y+ По предыдущему 
предложению оно не зависит от |. 

Заметим, что в аналитическом контексте неизвестно никаких 
общих фактов о нормализация из п. 3.4, потому что неизвестно, 
квазиизометрична ля метрика на неособой части Х метрике о Х. 
Аналогичное замечание относится и к разветвленным накрыт HAN. 

Пусть Ус» - аналитическое подмногообразив. Оно назы- 
вавтоя конусом с вершиной peV, воли VOU = WOU для веко- 
торого объединения \\] комплеконых аффинных прямых, проходящих 
через р, я некоторой окрестности U точки p. Например, лю- 
606 подмногообразие BC , заданное однородными уравнениями, 
являетоя коническим в 0. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Аналитическое многообразие X называетая 
докально-аналитически-коничеокии, если для каждой точки pe X 
имеются окрестность U и аналитичеоков вложение :1— oN 
образ ноторого p(U) воть конус с вершиной B pip). 


ПРУМЕРЫ. 1. He воякий конус с вершиной в 0 будет локаль- 
во-аналитичеоки-коническим многообразием; например, конус 
Х27 =У3 ue удовлетворяет указанному выше требованию в точ- 
ке р= (0,0, 1). 

2. Всякое шубертово многообразие о одним условием (см. 

п. 5.2) воть локально-аналитичеоки-ковическое многообразие . 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ. Boe локаль алятически-ко ские мног 


разия являются коническими. 
Иначе говоря, неособая часть локально-аналятичеоки-кониче- 
окого многообразия квазиизометрична открытому плотному подмно- 
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коству некоторого многогранника. Обратное неверно: любая алге- 
браическая кривая является коническим многообразием в омыоле 
квазиизометрии. 


СЛЕДСТВИЕ. Пусть X - локально-аналитичеоки-коничеокое 
многообразие. Тома H}.)(X) = Нот 1 Н.(Х ec). 

Kak мы уже отмечали в п. 1.7, само по вебе это еще He олу- 
AMT основанием для оправедливости теорем из кэлерова пакета в 
случае локально-аналитически-конических многообразий. Тем не 
менев они оправедливы по соображениям, изложенным в подпункте 


06 алгебраически-конических особенностях п. 6.2. 


3.6. В заключение настоящего параграфа упомянем о оледующей кон- 
струкции полных кэлеровых метрик. Пусть Х - проективное алге- 
браическое многообразие. Как известно, существует алгеб раичеокое 
разветвленное накрытие т:Х —— CP” . обозначим через 

7 с @РМ дивизор ветвления этого отображения, а через № - 
„оответотвующее линейное расоловние на CIP” , онабженное неко- 
торой эрмитовой метрикой. Пуоть SU - xagspona форма, отвезаю- 
щая обычной метрике на пространотве cpy . Тогда воли 6 - 
голоморфное сечение расолоения ¥ а бо раваньван в нуль ва 7, 
а у - гладкая функция, для которой у|2=1 и у20 вне 
некоторой трубчатой в-окрестности носителя дивизора Z , 10, 
какив [СС], форма 


с 61 (949469 log7y |5") + 2 (3.22) 


при малых &' иопределяет кэлерову форму полной кэлеровой мет- 
раки на CIP*\Z. Нем неизвестно, будут ли “?-когомологии 
этой метрики изоморфны обычным когомологиям пространства СР. 
Воли это депотвятельно TAK, то имеет омыол задаться вопросом, 
изоморфан ли ?-когомологии поднятой метрики ва Х\Я”“( 7) 
и вогомологии  ТН*(Х). Из положительного ответа на этот во- 
прос следовала бы справедливость теорем кэлерова пакета для Х. 


$ 4. Гипотезы 


В этом параграфе Х обозначает комплексное ft -мернов 
проективное многообразие. Гипотеза А утверждает, что группы 
ГМ-гомологий удовлетворяют условиям кэлерова пакета. Гипотезы 
В и С утверждают справедливость теорем де Рама и Ходжа для 
двфреренциальных У^-форм на неособой части многооб разия Х. 
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Обозначим ен >: множество особых точек многообразия 
Х ,‚ачерз Но(Х) - пространств 42 -когомологий его 
дополнения Х\>. (с метрикой, инпуцированной вложением в про- 
вктивное пространство ). 


ГИПОГЕЗА А (о кэлеровом пакете). Справедливы следующие yr- 
вержде 


А.Т (чистое (p,q )-разложение Ходжа). Имеется естественное 


разложение в прямую сумму 


LH, (X)= x) 


fen! Ни 
THe g)(X)* I ($ СХ. 


Это разложение согласовано с гомоморизмами Ё*и Ё, , когда 
f - разветвленное накрытие или нормально неособое отображение. 
Например, ели #Ё:У——Х - нормально Heooodoe отобрахв ние 
относительной размерности т, TO 


A J Ня (У) РЕ TH ¢5,4)(X), 
#: ТН (X)— Нд). 


Отображение Н чх) —1 Hi, а(Х)явяяотоя морфизмом структур 
Ходжа. 


А. 2 (сильная teopena Лефиеца). Пзоть H - cumemmzocxoorp 


B объе ъемлющем проективном пространстве, анс зе. к отра- 
тификация Уитни na Х. Обозначим через а AOU). cass 


Когомологий пересечения. НАХ (ом. п. 2.1) aves Г: 18:0 
—+TH,_{X) - умножение на этот клаоо. Для каждого № отображений 


1, (XM) TH, 4 (X) 


является изомо 3MO M 


tea uae, 
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А.З (двойственность Пуанкаре}. Спаривание пересечения. 
1H, (X)*TH,,_.(X)—-€ 


ы rw Е АЕ = Пусть: H - 
гиперплоскость, трановерсальная ко воем отратам HA Х . Тогда 


гомоморфизм. : 
IH, (ХаН:2) — IH,(X;Z), ~ 


пвлупированный вклочением, является изоморбизмом при <" — 1 
Е сюръективен при k=n-1. 
А.5 а Toana о они, Boat | aes 4) - прими- 
BHA Кл И-гомологий ре =Р*9, 


о )п-в-1}/2 L*(en€)>0 к. 


ерез $(Х) оигватуру спаривания поресечения (ом. 


Обозначим через 
^.3) на [Н„(Х). Тогда 


в(Х) => (-1)P dim TH», 4,(X). 
P +4, 80(mod 2) 
Гипотеза A, по-видимому, должна следовать из гипотез Bx C, 
приводимых нике. (Booane возможно, что для ее вывода: HOOrarow0d 
следующих гипотез с A, вместо =H.) 


ГИПОТЕЗА В. Проотранотво = рожа, HE(X) ковез- 
но и из п т Ata 2, достоя- 
у из крадратич ИВ ру и H Rs AHO VTHX и 


ГИПОТЕЗА С. Для почти любой usm &< C,(X) : почти любой 
дифференциальной формы Oe A*a 2 интеграл. он © 
9- [40 , воли обе отороны равенотва определены. Индуцированный, 


Не (x) Le Hom (1H, (X), 6) 


Gf я из 
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5. Пряме; 


В этом параграфе рассматриваются два класса примеров - мно- 
гообразия в изолированными коническими особенностями и многооб- 
разия Шуберта в одним условием. Эти примеры жпользуются в ка- 
честве иллюстраций в последующей части работы. 

В каждом из упомянутых двух олучаев мы укажем отратификацию 
и разрешение особенностей. Кроме того, для этих примеров будут 
зычиюлены когомологии и ГМ-гомологии, а также проверено сущест- 
вование (P24) -разлокения Ходка для ГМ-гомологий. 


5.1. Изолированные алгебраически-конические особенности. Разбе- 
рем случай, когда многообразие Х имеет одну алгебраически-ко- 
ническую особую. точку Хх. Случай нескольких изолированных ал- 
1'6браичеоки-конических особых точек аналогичен. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Изолированная особая точка x6 X называется 
алгебраичеоки-коняческой, еоли при раздутии Хопфа л: X¥—x 
многообразия X в точке х мы получаем #900008 многообраз ив 
и соответствующий исключительный дивизор =D) =r *(x) неособ. 


ПРИМЕР. Воякое локально-аналитически-коническое многообра- 
зие (п. 3.5) с единственной особой точкой` будет алгебраически- 
коническим . 

Пусть L—+D - пормальное комплексное линейное раоолое- 
низ дивизоа «=D, a S—+D - ero раволоение на окружности, 
являющееся греницей трубчатой окрестности дивизора Ds X. 
Рассмотрим соответотвующую пооледовательнооть Гизина 


H,(D) ИАН, ,(D) 4-H, (8) +H,_,(D)SS4H,_,(D), 


me C,L обозначает первый класо Чженя расолоения [.. Так 
как  ививор 2=я!(х) иоключителен, он удовлетворяет оледую- 
щему условию: 


ровой формой на Г), а потому xia пересечений П С, 1 вытолнена. 
сильная теорема Лефшеца. 


Поскольку X - проотранство с изолированными особенно- 
24 
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отями, TO 


H, (X) при &>п 
TH (X)= < Hy(X\x) при t<n 


im (H,(X\x)—-H,(X)) при tien. 
Столбец и OTpORR оледующих трах диаграмм точны: 
118) 
a 


Hy (0) —> 8, () —> 4 (X) ————> 110) > _(%) 


н, 4 (3) 
Hy (RAD) — НЯ) (0) 0D) >, 
nta-bey) 


Hy (D) 
rod 
WPL) = ну) ни —> Hy (FRAO) = НН _(0) 
т = 
4 (KD) = ких) 
Воли {>П , 70 из условия отягивания и пооледоветельно- 
orm Гизина вытекает, что «=O. Следовательно, 


1H, (X) = coker (H,(D) —~H, (X)), 


и на этом пространстве мвется (Р›4)-разложение Ходжа, инду- 
цированное а . 
Аналогично воли {<П , то =O , откуда 


НИХ) = ker (Нб— H;_,()), 


и также имеется чистое разложение. 
Наконец, воля +-П, то отображение Л С,[. в пооледней 
диаграмме является изоморфизмом. Значит, 3 


TH,(X)= ter (H,(%)— H,4(D)), 


а это пространство обладает чистым разложением. 
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5.2. Многообразия Шуберта с одним условием, Фикоируем целые 
чиюла , 

ed < 

°ь > 


Пусть Е с ct - фикаированное $ -мерное подпространотво, а 
ь(С") - граооманово многообразие К-плоокостей в (“. По- 
OREM 


S={V*e а, (C%)|dim (V'aF+) >i}. 


Такое миогообраз ие 9 называется многообразием Шуберта с одним 
уадовивм. Его комплексная размерность равна t(j ~ t)(k-i)(C-k). 
Рассмотрим такхе многообразие 


ehh 


t fe С t 
$ -{ частичные флаги (МУ CHWs не С 


Отображение д: —» of ‚ задаваемое формулой x(Wwev*)-yt 
является разрешением оообенностей. Само of отратифицировано 
следующими многообразиями Шуберта с одним условием: 


§ = {V's G,(C°)|dim(vEnFé)a pj, 


где («р ¢min(j,k) . Коразмернооть op в $ panna (= 
(C-RYLEG— Let) <p (Р-Р) ] . Воля хе \ 9,1, 
то йт(^*(х}=+(р-{) . Но так как &(р-1) <(/2) А, то $. 
есть малов разрешение многообразия <’. Значит, 1Н(/)9Н, (9) 
(om. [GM3]). Отсюда вытекает, что пространство IH, (&/) 
наследует разложение Ходжа с 9. (Известно, что H,, (9-0 
при р+4 , а потому то кв самое верно для ТН 2,4 (Я. 

Опишем теперь многочлены Пуанкаре этих пространств. Поло- 
ви 


Р, (+) =1(1+12) (1+2)... (1+t2+ 2. , +t 272), 


Тогда многочлен Пуанкаре ori t) пространства а, ( С * имвет 
24 
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‘Вад. 
Py (t) 


Q*(t) = —+——. 
: P,(t)B., (t) 

Многочлен Пуанкаре для гомологий IH A) равен Q; c(t) Qe, i(), 

а для H"(S) равен 


fe С-Е 2} (j-P) 
= Qp(t)Q,_, (tt 


ieps min( j,k) 


(каждый член этой суммы является вкладом соответотвующего oTpa~ 
та). 
aye 
Отображение Н”(5)-=Н\$)=1Н, ($) предотавляет собой 
инъекцию. Иопользуя описанные выше многочлены Пуанкаре, легко 
Убедиться, что в общем случае это отображение отнюдь не сюръек- 
THBHO. 


$ 6. Как оботоят дела в гипотезами 


В этом параграфе мы представим вое известные ва данный мо- 
мент факты, которые свидетельствуют в пользу гипотез $ 4. 

Вип. 6.1 мы обсудим ту часть кэлерова пакета, которая уж. 
доказана для всех комплексных проективных многообразий. Соответ- 
отвующиз методы доказательства либо топологические, либо алге- 
браические; они никак не иопользуют L~ -анализа. Главным про- 
белом в настоящее время является отоутствие доказательства оуще- 
отвования чистого  (р,$}-разложения Ходжа в общем случае. 

Jara в неособом случае, чтобы найти (p,q) -разложение, ин- 
вариантное относительно сопряжения, необходимо привлекать анализ 
В овобом влучае имеются два возможных подхода: один - овести за- 
дачу к неособому случаю, например разрешением особенностей, дру- 
гой - развить У2-ввализ прямо на самом о0обом многообразии. 

Что касается первой возможности, то здесь имеется гипотеза, ут- 
веркдающая, что ГМ-гомологии многообразия Х всегда являются 
прямыми слагаемыми гомологяй до его разрешения Х и при этом 
включение гомология 1Н.(Х) в Н,(Х) соглесовено с разложением 
Ходжа на Н(Х) (om. [9м3] ). али, из справедливости этой 
гипотезы сразу бы вытекало существование чистого разложения Ходка 
для Х, однако создается впечатление, что доказательство данной 
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гипотезы в общем случае должно быть очень сложным. Вп. 6.2 мы 
опишем ряд частных случаев, в которых эту гипотезу удается под- 
твердить . ь : 

Что кв. касается анализа на самом многообразии Х. то 
здесь, как уже отмечалось в п. 1.8 и $ 3, снова имеются два 
подхода. Один - использовать метрику на неполном многообразии 
Х\У, индуцированную включением Х< СР” ; другой - прицу- 
мать некоторую полную метрику. В обойх случаях соответствующий, 
анализ чрезвычайно деликатен и связан с пока еще плохо понятыми 
аспектами метрической структуры многообразия Х. Разобраться 
в этих вопросах для многообразий x общего вида, может быть, 
даже труднее, чем реализовать подход, использующий разрешение 
Х , однако конечное понимание дифференциальной геометрии 000- 
бенностей многообразия Х было бы чрезвычайно интересно само 
по себв. Всё, что сделано здесь по сегодняшний день, вкратце 
изложено вп. 6.4. 


6.1. Результаты для случая общих многообразий. Двойственнооть 
Пуанкаре. Как мы уже упоминали в $ 2, теорема двойственности 
Пуанкаре (утверждающая невьрожденность спаривания JH ;(X) x 
TH,,-,(X) —= © ) верна для воех проективных многоод- 
разий р 


Слабая теорема Лефшеца. Слабая теорема Лефиеца ($5,4, А.4) 
доказана для воех комплеконых проективных многообразий. Одно из 
доказательств [СМЭ] использует пучковые методы, основанные 
na идеях Артина [А], другое привлекает методы теории Мороа 


Сильная теорема Лефшеца. Как кам сообщил 0. Габбер, он на- 
Wen доказательство сильной теоремы Лефшеца ($ 4, A.2) для (- 
адического аналога гомологий JH,(X), в случае когда Х -ал- 
гебраическое многообразие, опреде ланное над некоторым полем ха- 
ракте риотикир.Отсюда вытекает, что то же самое верно и в харак- 
те ристике 0. ’ 


Чистота в характеристике р. Кроме того, доказательство 
Габбера показывает, что -адический аналог гомологий 1Н„(Х) 


является чистым в смысле Делиня (т.е. все собствевные значения 
действия Фробениуса имеют одно и то же абсолютное значение). Co~ 
гласно эвриотическому оловарю Делиня [01, § 3], этот резуль- 
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тат предоставляет собой {--адичвокий аналог гипотезы А.1 § 4. 
Однако это дает лишь моральную поддержку и не влечет за собою‘ 
существования (р›9)-разложеняя. 


Смешанные структуры Ходжа. От Вердье нам стало известно, 
что имеется пучковая техника, ‹ помощью которой можно ввести 
некоторую смешанную структуру Ходка ва ТН,(Х). Ooraerca толь- 
ко показать, что эта омешанная структура Ходжа чиста. 


6.2. Некоторые специальные классы многообразий. Кривые и поверх- 
ности. Гипотеза о (р,$)-разложении Ходжа ($ 4, А.Т) верна для 
многообразий Х комплеконой размерности Хи 2. Для кривых это 
так, потому что 1Н,(Х) = TH. (%) ‚ где Х - нормализация 
кривой X , которая всегда неособа. Для поверхностей (р»ф)-раз- 
ложение гомологий 1Н,(Х) можно получить из ооответотвующего 
разложения для НХ), где Х - минимальное разрешение овобен- 
ностей многообразия Х. Доказательство в данном случае анало- 
гично доказательству из п. 5.1, только вместо условия обильно- 
OTH нормального расслоения к исключительному дивизору использу- 
ется условие Грауэрта для стягивания. 


Многообразия Шуберта. Для многообразий Щуберта в одним yo- 
ловием (п. 5.2) группы 1Н,(Х) изоморфны группам когомологий 
описанного выше малого разрешения ‚ а потому обладают (р,9)- 
раз ложением Ходжа. 


Алгебраически-конические особенности, ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Моной- 
дальное преобразование Л: У —У с центром в подмногообра- 
зии Дс<\ называетоя чистым раздутием, если 

1) 2, . неособо; 

2) отображение D—~Z, ше D=x 4 (Z )- поключительный, 
дивизор, есть топологическое расолоение; 

3) включение Dec вормально иеособо (§ 2). 

Про многообразие Х говорят, что оно имеет злгебраически- 
оледовательностью чиотых раздутий.(Пооледовательность центров 
Z мокно выбрать так, чтобы их размерность возрастала. ) К при- 
меру, воякое локально-аяалитически-коническое многообразие имеет 
алгебраически-конические особейности; обратное неверно. 


Для многообразий с алгебраически-коническими особенностями 
(p,q) -разложение rpyanu IH (X) ивдуцируетоя соответотвую- 
щим разложением rpynon IH „Х). где Х - разрешение особенно- 
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отей пооледовательностью чистых раздутий. Доказываетося это ана- 
логично случаю изолированных конических особенноотей (п. 5.1); 

в ходе доказательства надо использовать сильную творему Лефшена 
в варианте Геббера и принадлежащий Делиню [06] критерий вы- 

рождения опектральной последовательности, связанной с расслое- 

ням 2—7. 


Рациональные гомологические многообразия. Примером рацио- 
нального гомологического многообразия может служить фактормного- 
образие гладкого компактного многообразия по гладкому действию 
произвольной конечной группы. 

Пусть Х - алгебраическое многообразие, являющееся рацио- 
нальным гомологическим многообразием. Поскольку для Х (каки 
для любого рационального гомологического многообразия) когомо- 
логи совпадают о ГМ-гомологиями [М2] ,.достаточно найти 
( Р›9))-разложение Ходжа для когомологяй Х. Но, как заметил Де- 
линь, такое разложение существует, ибо в силу двойственности 
Пуанкаре когомологяи многообразия Х вкладываются в когомоло- 
гии любого разрешения его особенностей, а потому структуру Ходжа 
мохно наоледовать с разрешения. 


6.3. Результаты в специальных размерностях. 

Для воех провктивных многообразий Х числа dim(IH, (Х)) четны 
(как и долкно было бы следовать из существования (P24) -разлоке- 
ния, инвариантного относительно о спряжения). Это полуфается по 
индукции применением слабой теоремы Лефшеца и непосредственной 
проверкой в случае поверхностей (ом. п. ae Кроме ее воегда 
имеет место изоморфязм ТН,(Х) = Н,(Х) , где Я - нормаля- 
зация многообразия Х [М2]. Отсюда ‘amtaxene таков оледотвие, 
на которое обратил наше внимание Хорроко: 


СЛЕДСТВИЕ. Для любого нормального проективного многообразия 


Xx первов число Бетти многообразия xX (в омыоле обычных гомо- 
логий) SOTHO. 


Многообразия о небольшимя особенностями. Предположим, что 
множество особенностей многообразия Х имеет размерность sp. 
Тогда, выполнив последовательно р+1 раз процедуру взятия об- 
mero гиперплоского сечения, мы получим неособое многообразие . 
Поэтому повторное применение теоремы Лефшеца о гипералоских ce- 
чениях дает оледующую теорему . 
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ТЕОРЕМА. Групны 1H, (X) имеют чиотое  (р,9) -разложеняе 
Ходжа при вех К<п-р-{! извбех kon+p+l . 

ЗАМЕЧАНИЯ. I. Если еще воспользоваться тем фактом, что 
группы IH,(X) имеют в некотором омыоле вотественную омешан- 
ную структуру Ходка (см. п, 6.1), то эту теорему можно раопро- 
странить и на случая К=п -р-{ и К=п+р+{ . 

2. Основываясь Ri тех же идеях, можно показать, что оиль- 
Hoe отображение Лефшеца L*; ТН, ,«(Х)—ТН, „09 является изо- 
морфизмом при всех К>р+ т. ы 


6.4. Zz 2 -когомологии. Как мы уже объясняли в $ 3, для компакт- 
ных пространств с коническими особенностями имеет место изомор- 
физы Нь(Х) =1Н*(Х) и выполнена сильная теорема Ходжа. 
Однако axe если предположить дополнительно, YO метрика на не- 
000б0й части многообразия Хх кэлерова,`то и зтого еще не бу- 
дет достагочно для получения кэлерова пакета, потому что опера- 
тор почти-комплеконой структуры J может не оставлять на ме- 
ore пространства 4" (правда, воть гиротеза, что всё-таки 

оставляет на месте пространства H* , когда Boe особенно- 
сти конические в подходящем комплекано-аналитическом смноле, на- 
пример когда Х - ALSO рае ООВ многообразие с метрикой, ин- 
дуцированной вложением в СР” ; om. $ 4). В настоящий момент 
известны два случая, в которых проверено, что a сохраняетоя 
при действии J (подробности ом. в [С4]). 


Изолированные метрически-конические особенности, 


Пусть C(N™) - метрический конус с нечетным m=2k-1 . То- 
гда, как можно показать, из включения he L* и равенства ДА*0 
вытекает, что hedt’, за возможным иоключением следующих олу- 
чаев: =, met ms3 . Значит, воли метрика na C(N™) 
колерова, то J ( d*) = Я* , кроме, быть может, трех указанлых 
размерностей. Предполоким теперь дополнительно, что комплексная 
отруктура конуса инвариантна относительно однопараметриче ской 
группы гомотетий на C(IN™); так будет, непример, если С(М") -комп-- 
леконый аффинный Konya. Прямая проверка показывает, что в таком 
олучае оператор «J сохраняет пространство форм @, для которых 
9,40, 450 ,540= 47. этого достаточно для доказательства то- 
го, чо 9-Х для воякого компактного кэлерова многообразия 
© изолированными метрически-коническими особенностями и операто- 
ром bY ae коммутирующим с гомотетиями. Более того, то же самое 
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верно , если метрика и комплеконая структура удовлетворяют этим 
условиям с точностью до членов достаточно высокого порядка в 
каждой особой точке. 


Кусочно-плоские пространства. Используя индукцию и “Me - 
Tod опуска", можно раопрост ранить рассуждения из предыдущего 
примера на некоторые кусочно-плоские пространства (ор.[СТ, 
пример 4.9). Вместо того чтобы давать общее определение этого 
класса пространств, мы покажем, как строятоя некоторые их при- 
меры. Пусть \- компактное кэлерово многообразие о плоской мет- 
рикой 9, а Z— произвольное объединение компактных глобальных 
комплеконых геодезических гиперповерхностей, и пуоть я:Х—\ - 
некоторое конечное разветвленное накрытие многообразия У в 
ветвлением вдоль Z. Тогда пополнение метрики я*(9) в Х\я (7) 
снабкает Х структурой кусочно-плоского пространотва о метриче- 
оки-коническиии особенностями, и 7 (#')= Ж* для Х. Более 
того, в этой конструкции в качестве У и 2 можно брать фак- 
торпространства кусочно-плооких пространств. Например, пусть 
У есть пространство, полученное факторизацией произведения 

a x€ по группе, порожденной стандартной решеткой, ум- 

нокженивМ на -1 в каждом сомножителе и перестановками сомножите- 
лей. Тогда Y гомеоморфно CIP ial 

Заметим, что в обоих предыдущих случаях к существу дела от- 
носятоя лишь кэлеровы овойства. Поэтому or X He обязательно 
требовать, чтобы оно было алгебраическим многообразием . 


Полные метрики (om.[ Zut, Zu2,M]).B (Zu 2] lyxxep 
расомотрел некий класс локально-оимметрических пространств 
Г\ Х , для которых естественная полная метрика кэлерова и 
имеет конечный объем, Он показал, что группа Ну, (Г\Х) eoreor- 
венно изоморфиа группе 1Н*(Г\Х”) , где PAX" - кон- 
пактификация Бейли - Бореля факторпространства Г\Х. 


$ 7. Связь со омешанной теорий Ходка 
В работах [01 - D3] Делинь ввел понятие омешанной струк- 
туры Ходка на когомологиях произвольного алгебраического много- 
образия Х. Эта структура задает фильтрацию 


WoW, <... Ем); = H*(X), 


i 


25 
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такую что каждое факторпроотравотво W; / м; -1 снабжено некото- 
pum (р, )-разложением Ходжа с р+9=} (т.е. м} /м}-{  пмвет 
чистый seo { ). Он установил следующие факты: . 


Х комекто => М, = М1 =... Wai» (7.1) 


X гледко => Wy) TW Wye (2.2) 


Ви. 7.1 опиоываетоя (гипотетическая) связь мекду смешан- 
ными структурами Ходжа на когомологиях многообразия Х кс 
‚потетичеокими) чистыми структурами Ходжа на гомологиях TH,(X). 
Bo. 7.2 мы отроим обе эти структуры по чистой OTpyKType Ходжа 
на разрешении особенностей многообразия Х для того случая, 
когда Х имеет изолированные особенности. Как мы вняоним, при 
таком опособе действий с ГМ-гомологиями необходимо одно допол- 
нительное условие. Это условие уточняется вп. 7.3, в связи O 
чем появляются некоторые новые (гипотетически) необходимые усло- 
вия для отягиваний. ' , 

‘ZL, TMIOTESA. W;-1 (НИХ)) = ker (НЧХ) 1H, 4(X))- 

Отметим, что данное ядро должно содержать подпространотво 
‘Wy-{ › воли верна гипотеза A.1§ 40 (р,$ )-разложении Xonxa 
{потому что само отображенив нтолне согласовано с фильтрацией 
([22, п. 2.3.5] ). В качестве оледотвия из этой гипотезы вытека- 
вт, Wo (гипотетическая) чиотая отруктура Xouxa на [Ни (Х) 
определяет такую же структуру на W,/W,-{ , задаваемую омешан- 
‘ной структурой Ходжа. Обратное неверно. Для многообразий Шуберта 
в одним условием (п. 5.2) отображение м; /м,-; —~IH,,_,(X) 
не сюръективно. 

Непосредотвенная проверка показывает, что гипотеза 7.1 вер- 
на для воех примеров из $ 5. 

B[D5] Делинь высказал предположение о существовании некой 
гехники, которая позволила бы аналогично определить структуры 
Ходжа ва других факторироотравотвах У; /Wy-4 » иопользуя чистые 
структуры Ходха на других группах ГИ-гомологий. Эта техника мог- 
ла бы найти применение при изузении гиперкогомологий комплексов 
алгебраических пучков (не говоря уке про обычные когомологии), 
что позволило бы расширить теорию смешенных структур Ходха на 
такие группы гиперкогомологий. 
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7,2. В даняом пункте мы опишем конструкцию Деляня весовой бильт- 
рации на когомологиях проотранотва в одной изолироваиной особен 
ностью. OTA конструкция индуцирует смешанную отруктуру Ходжа на 
ТМ-гомологиях. 

Пусть D - произвольное компактное подмногообразив неосо- 
Goro п-мерного комплекового многообразия Х. Прежде Boero 
протроим омешанную структуру Ходка на когомологиях пространотва 
X/D (полученного ожатием подмногообразия D в точку). В том 
случае, когда 7D допускает структуру алгебраического много- 
образия X (оогласованную с проекций —Х ), мы получим в 
результате омешанную структуру Ходжа для Х. Запилем точную 
пооледовательность пары (см. вторую дкагремму из п. 5.1): 


—~nMo HR) 2p) HX) HX) 2-H (De. 


Имеем 


м, = НАХ), 
wie coker (НИХ) — НИКО), 
му = м (НИ (пи p< td. 


Из расомотрения данной точной последовательности (и того факта, 
что каждый гомоморфизм вполне согласован с данной фильтрацией ) 
видно, HO W/W; имеет чистое (р,9)-разложение Ходжа веса в $ 

Так ка О = 1H, -4(Х) при ten и Нот(НИХ),6)= 
TH,(X) пря4< п, мы получаем отсюда омешаниные отруктуры 
Ходжа на 1H (X) при всех J И. (Однако импликация (7.1), 
вообще говоря, уке не имеет места). Привлекая третью диаграмму 
п. 5.1, легко убедиться, что гомологии IH, (X) обладают wor oft 
структурой Ходжа веса и. Заметим, что поотровнная омешаяная 
структура Ходжа на IH, (X)- зависит только от алгебраической 
отруктурн на Х\ Ш - неособом куске многообразия 

Это приводит нас к следующему результату. 


ПРЕЛОЕЕНИЕ. Для того чтобы гомологии ТН, ( Х) имеля чистую 
структуру Ходка, необходима и достаточна оюръектиность отображеЕ 
РЕ : 

6: H*(X) — НИР) 


55* 
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при всех i>M, или, что равносильно, инъективность отображения 
H,(D) — H; (X) 
при воех fan. 

Отметим, что в примере из п. 5.1 выполнение этого условия 
гарантируется условием стягивания. Однако даже в этом примера 
когомологии обладают лишь смешанной структурой Ходжа. Итак, что- 
бы доказать существование чистой структуры Ходжа для ГМ-гомоло- 
гий многообразия с одной изолированной особенностью, необходимо 
проверить вытолнение указанного условия для воех разрешений. 
Как это делать в общем случае, неясно. В то же время предыдущая 
конструкция смешанной структуры Ходжа (на Н”и IH, ) ne тре- 
бует никаких дополнительных предположеняй. По-викимому, сущест- 
вование чистой структуры Ходка на ТН,(Х), связано с более 
тонкой структурой рассматриваемого многообразия, чем та , которая 
обеспечивает существование смешанной отруктуры Ходжа на когомо- 
логиях. 


7.3. Обратим теперь лоследуемый вопрос и посмотрим, какие уоло- 
вия стягивания вытекают из высказанных выше идей. 

Пусть D - произвольное (компактное ) подмногообразие не 
особого компактного п-мерного алгебраического многообразия X . 
Предположим, что X-XD- алгебраиче cKoe многообразие. 


ГИПОТЕЗА. отодрали. oe (D) a HROKTABHO при _воех 
ата д axe HIM вблизи D, a sats 


2} Q rennet рана в HyT) HCL) 1 инъектив- 
HO при Boex }2п. 
(Эта гипотеза является следствием "гипотезы о прямой сумме" 


из [GM3].) 


ЗАМЕЧАНИЕ. Локальное условие сильнее глобального, потому 
что имеет место разложение 


H,(D) = н; (т) > Hy) —> 8, (Я.Я) 
R 
ну(т,3) 


Отметим два интересных следствия оформулированной гипотезы. 
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СЛЕДСТВИЕ 1. При воех р pn смешанная структура Ходжа на 
_ Hy (2) = ker (Hy (X) — TH, (X)) 


в действительности чиста. 
y 


СЛЕДСТВИЕ 2. Отображение, задаваемое включением в Х ипо- 
следующим ограничением на D : 


H, (2) = Hy (T) — НиТ, 3) -&-Н2" ЧТ) Н®"(), 


HADSKT BHO» 


Следствие 2 представляет собой часть условия стягивания из 
п. 5.1, так как композиция Н;(2)-=Н?“ (р) -—=Н,.2(0) овв- 
падает о отображением 1C,L . 

Еоли X - поверхность, а D - дивизор с нормальными пе- 
ресечениями, то необходимов и достаточное условие стягивания 
Грауэрта состоит в том, что соответствующая форма пересечения 
отрицательно-определённа. Hamp xe необходимое условие (2) заклю- 
чается в том, что данная форма пересечения невырожденна. 


+ 


* + ь 


Необходимо упомянуть еще‘о следующих трех недавних сюже- 
тах, отражающих важность ГМ-гомологий. Первый из них, касающий- 
ся связи с модулями над кольцами дифференциальных операторов, 
разработан Брылински , Касиварой и Каваи, Бейлинсоном и Бер- 
штейном (см. работы [2, 3, 8, 9] из литературы, добавленной при 
переводе). Второй - о связи с чистыми комплексами пучков в ха- 
рактеристике р - развит Делинем, Габбером, Бейлинсоном и Бер- 
штейном (см. [5 -7, а также 2, 16] . Третий, может, и не такой 
недавний, отражек в большой серии работ [I, 10 - 15, 17 - 19]. 
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